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Einleitung

Die rechnergestiitzte Darstellung von Funktionen und die Diskretisierung parti-
eller Differential- und Integralgleichungen mit Hilfe konventioneller numerischer
Methoden ist infolge von zu hohem Speicher- und Rechenbedarf beschrinkt
auf drei oder vier Raumdimensionen. Viele hochdimensionale Probleme sind
schwierig zu losen, der Rechenaufwand der iiblichen numerischen Verfahren
wéchst exponentiell mit der Dimension d. Mit N Freiheitsgraden kann nur ei-
ne Genauigkeit von O(N~4) erreicht werden, wobei 7 ein zusitzlicher Regu-
laritdtsparameter des zugrundeliegenden Problems ist. Diese Tatsache ist seit
Bellman (1961) als ,,Fluch der Dimension* bekannt.

Nach Zenger (1991) stellen diinne Gitter eine anerkannte und etablierte Tech-
nik zur Diskretisierung hochdimensionaler Probleme dar. Die wesentlichen Ideen
sind dabei nicht neu und wurden bereits in Arbeiten von Babenko (1960) und
Smolyak (1963) beschrieben. Diinne Gitter werden mit Hilfe einer Multiskalen-
Tensorproduktbasis definiert, welche aus einer eindimensionalen hierarchischen
Basis konstruiert ist. Ferner wird die Multiskalen-Tensorproduktbasis derart
ausgediinnt, dass ausschlielich Teilrdume einbezogen werden, deren Basisfunk-
tionen einen signifikanten Anteil zur Losung des Problems beitragen, wobei
zusitzliche Glattheitseigenschaften vorausgesetzt sind. Die Anzahl der Frei-
heitsgrade betrégt hier O (n(log n)d_l), wobei n die Anzahl der Gitterpunkte in
einer Koordinatenrichtung bezeichnet. Bei stiickweise linearen Basisfunktionen
wird z. B. beziiglich der Lo-Norm eine Genauigkeit von O (n‘Q(log n)d_l) er-
reicht, sofern die gemischten zweiten Ableitungen der Losung beschrénkt sind.
Seit den neunziger Jahren werden diinne Gitter insbesondere zur Lésung von
Integral- und Differentialgleichungen in hohen Dimensionen eingesetzt, wie zum
Beispiel in den Arbeiten von [48, Zenger (1991)], [14, Griebel (1991)], [4, Bun-
gartz (1992)] und [36, Schwab, Todor (2003)] fiir stochastische elliptische Pro-
bleme.

Neuere vielversprechende Methoden setzen ebenfalls eine Tensorproduktbasis
voraus. Hier wird versucht, die gesuchte Losung moglichst genau als Linear-
kombination der Basisfunktionen darzustellen. Sei etwa u die gesuchte Losung,
welche mit Hilfe der Produkttensorbasis dargestellt ist:

n n d
w=3"3 G (Xz Pl
s

h=1 I4=1



~

Um den exponentiellen Speicheraufwand fiir die Koeffizienten u € R =
®Z:1 R™ zu umgehen, werden d - r Vektoren {u;, € R" : j € N<,, p € N<4}
derart bestimmt, dass fiir alle Multiindizes folgende Approximation bestmdoglich

erfillt ist:
U(ty,ndg) = UG, E:IIUW

j=1p=1

Dies bedeutet fiir die Losung

Z@ Z UJM L Plup
j=1p=1 |1,=1

Ferner wird u € ®Z:1 R”™ mit Hilfe des Kronecker-Produktes wie folgt darge-

stellt:
r d
= Z ® Uspa-

j=1 pu=1
Der Tensor u setzt sich aus der Summe elementarer Tensoren zusammen, des-
halb nennt man u eine Summe von Elementartensoren oder auch Elementar-
tensor-Summe. Ist die Anzahl der Summanden minimal, dann wird r der Ten-
sorrang von u genannt. Jeder Tensor kann als Summe von Elementartensoren
geschrieben werden und hat demnach einen Tensorrang. Dieser kann allerdings
aulerordentlich grof sein, denn es gilt hier:

r < nd1.

Um Praktikabilitdt und Umsetzbarkeit der neuen, ambitionierten Methoden zu
sichern, darf bei hochdimensionalen Problemen der Tensorrang aller beteiligten
oder approximativ dargestellten Tensoren einschliefflich der Nidherungslosung
nicht exponentiell von der Dimension abhéngen. Ist diese Pramisse erfiillt, dann
haben lineare Operationen mit Summen von Elementartensoren eine giinstige
Komplexitit von O (dnPr?) und der Aufwand zur Speicherung von u betréigt
O (dnr), wobei g, p € N<g sind. Fiir viele bedeutsame Fille wurde diese Eigen-
schaft bereits in den Arbeiten von [30, Beylkin, Mohlenkamp (2002)], [42, 43,
Tyrtyshnikov (2003, 2004)], [11, Grasedyck (2004)], [7, Gavrilyuk, Hackbusch,
Khoromskij (2005)], [17, Hackbusch, Khoromskij, Tyrtyshnikov (2005)] und
[19, 20, 21, Hackbusch, Khoromskij (2006, 2006, 2007)] nachgewiesen. In diesen
Arbeiten konnte unter anderem gezeigt werden, dass viele hochdimensionale
Probleme nidherungsweise mit einer Komplexitit der Ordnung O (dn? log?(n))
16sbar sind, wobei p € IN<o und ¢ unabhéngig von d sind.

Beim effizienten Einsatz von Elementartensor-Summen tritt folgendes funda-
mentales Problem auf. Zu einem gegebenen Tensor v mit Tensorrang R ist
eine optimale Niedrigtensorrang-Approximation w* mit Tensorrang r € N g
zu bestimmen. D.h., w* ist derart zu berechnen, dass fiir alle Tensoren w mit
Tensorrang r folgende Ungleichung erfiillt ist:

[w” =] < flw =



Fiir d=2 kann die Losung dieser Teilaufgabe mittels Singuldrwertzerlegung be-
rechnet werden, siehe z. B. [29]. Bei hohen Dimensionen, d > 3, wird eine
alternierende Methode der kleinsten Quadrate (ALS)! verwendet. Beim ALS-
Verfahren wird der zur Verfiigung stehendes Suchraum partitioniert und an-
schliefend das Optimierungsproblem alternierend auf den einzelnen Partitio-
nen gelost. Diese Idee wurde bereits von Yates (1933) benutzt. Die Ersten,
die das ALS-Verfahren zum Approximieren von Tensoren einsetzten, waren
wohl de Leeuw, Young und Takane (1976), siehe [28]. Hier wird der Such-
raum so unterteilt, dass man die Variablen einer Raumrichtung zu einer Partiti-
on vereinigt. Bei der Berechnung von Losungen partieller Differentialgleichun-
gen in hohen Dimensionen wurde das ALS-Verfahren von Beylkin und Moh-
lenkamp (2002, 2005) eingesetzt. Das ALS-Verfahren zum Approximieren von
Elementartensor-Summen konvergiert hiufig extrem langsam, dies wurde zum
Beispiel von Paatero (1997) in [34, Seite 240] an einem Beispiel demonstriert.
Aus diesem Grund verwendet Paatero das GauB-Newton-Verfahren, welches
den gesamten Suchraum mit einbezieht. In der Arbeit von Paatero [34] ist das
GauB-Newton-Verfahren fiir den Fall d=3 zur Approximation von Tensoren
mittels Elementartensor-Summen unter Beriicksichtigung starker Nebenbedin-
gungen beschrieben. Bei den dort betrachteten Anwendungen besitzt das Gauf3-
Newton-Verfahren gute Konvergenzeigenschaften. Im Allgemeinen ist aber gu-
te Konvergenz nicht zu erwarten, denn geméfl [24, Abschnitt 3.7, Sétze 1 bis
3, Seiten 81 f.] konvergiert das Gau-Newton-Verfahren zur Minimierung von
h(w) := §|lw — v||? nur unter der Voraussetzung

w =0

superlinear. Diese Voraussetzung widerspricht aber der Forderung » € IN_p.
Ist diese Bedingung nicht erfiillt, dann kann das Gau-Newton-Verfahren sogar
divergieren, dies zeigt das Beispiel 10.1.1 in [37, Seite 279].

Ziel dieser Arbeit ist es, ein effizientes und robustes Verfahren zu entwickeln,
welches das oben beschriebene Approximationsproblem auch in allgemeinen
Tensorprodukt-Préihilbertraumen effizient 16st. Ferner werden zu diesem Zweck
die besten Niedrigtensorrang-Approximationen von Elementartensor-Summen
analysiert.

Im ersten Kapitel sind grundlegende Eigenschaften des Tensorprodukts und
wichtige Definitionen angegeben. AnschlieBend werden die besten Approxima-
tionen mit Summen von Elementartensoren untersucht. Nach dieser Analyse,
wird im dritten Kapitel die zu losende Approximationsaufgabe prizise formu-
liert und die Zielfunktion angegeben. Zum besseren Verstindnis sind bekannte
numerische Verfahren zur Behandlung nichtlinearer Optimierungsaufgaben im
vierten Kapitel dargestellt. Im fiinften Kapitel steht die Losung der Approxi-
mationsaufgabe im Zentrum der Betrachtung. Mittels reprisentativer Beispiele
wird die vorgestellte Methode zur Approximation mit Elementartensor-Summen

! Alternating Least Squares



im sechsten Kapitel tiiberpriift. Die datentechnische und algorithmische Imple-
mentierung wird nach objektorientierten Gesichtspunkten im siebenten Kapi-
tel kurz diskutiert. Die systematische Vorgehensweise beim objektorientierten
Programmentwurf wird erortert. Klassendiagramme stellen die Ergebnisse der
Analyse graphisch dar und auf Besonderheiten bei der Realisierung wird kurz
eingegangen.



1 Tensorprodukte

1.1 Tensorprodukt von Vektorraumen

Das Wesen des Tensorprodukts besteht darin, dass man zu gegebenen Vek-
torrdumen Ay, ..., Ag einen Raum 7 und eine multilineare Abbildung ¢ derart
konstruiert, dass jede multilineare Abbildung g in einen beliebigen Vektorraum
B iiber das Tensorprodukt faktorisiert wird, zur Anschauung dient Abbildung
1.1; hierbei bezeichnet f, eine lineare Abbildung. Tatséchlich gibt es immer ein
Tensorprodukt mit dieser universellen Eigenschaft.

9

v
s

Al X ... x Ay

t g:fgot

v

T
Abbildung 1.1: Das Tensorprodukt der Vektorrdume Ay, ..., Aq.
Im Folgenden seien stets d € IN>2 und Ay, ..., Ag reelle Vektorrdume.

Definition 1.1.1 (Tensorprodukt). Seien 7 ein Vektorraum und t : A; X
- x Ag — T eine multilineare Abbildung. Dann heifit das Paar (T ,t) ein
Tensorprodukt von Ai,..., Ay, falls:

(T1) Das Bild von t ist ein Erzeugendensystem von 7T .

(T2) Ist B ein weiterer Vektorraum und ist g : Ay x---xAg — B eine beliebige
multilineare Abbildung, so gibt es eine lineare Abbildung fy: T — B, so
dass g = fqot ist.

Diese Definition sichert noch nicht die Existenz eines Tensorprodukts, sie ergibt
sich allerdings aus dem folgenden Satz 1.1.5.

5



6 1. TENSORPRODUKTE

Notation 1.1.2 (Tensorprodukt). Fiir ein Tensorprodukt (7T ,t) von Ay, ..., Aq
werden folgende Bezeichnungen verwendet:

e Die Vektorriume Ay, ..., Ag werden Ansatzriume des Tensorprodukts T
genannt.

e Man nennt d die Ordnung des Tensorprodukts und die Elemente aus T
werden Tensoren der Ordnung d genannt.

e Secien a1 € A1,...,aq € Ayq. Zur abkiirzenden Schreibweise setzt man:

d
pn=1

d
®au = t(ay,...,aq), (1.2)
pn=1
QRa. = 1R (1.3)

nen

o Sei A ein reeller Vektorraum, dann schreibt man vereinfacht:

@A = R, (1.4)
A = A,
®dA = ®Z:1A.

Lemma 1.1.3. Seien T ein Vektorraum und t : Ay X --- x Ay — T eine

multilineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(i) Das Paar (T,t) ist ein Tensorprodukt von Ay, ..., Aq.

(ii) Ist B ein Vektorraum und ist g : Ay X -+ x Ay — B eine beliebige
multilineare Abbildung, so gibt es genau eine lineare Abbildung fq: T —
B, so dass g = fyot ist.

Beweis. Analog zu [45, Theorem 1.1., Seiten 5f.] [ |

Bemerkung 1.1.4. Die Aussage (ii) wird in der Literatur oft unter dem Na-
men ,universelle Eigenschaft des Tensorprodukts® erwdhnt.

Satz 1.1.5. Seien d € N und A4, ..., Aq reelle Vektorraume. Dann gibt es ein
Tensorprodukt (T, t)~ von Ai,...,Aq. Dieses ist bis auf Isomorphie eindeutig

bestimmt, d.h., ist (T,t) ein weiteres Tensorprodukt, so gibt es einen Isomor-

phismus i : T — T, so dass das Diagramm in Abbildung 1.2 kommutiert.

Beweis. [13, 1.6., 1.7., Seiten 9 ff. und 1.20. Seiten 27 ff.] ]

Lemma 1.1.6. Die folgenden reellen Vektorrdume sind isomorph:

Al ® Ay = Ay ® Aq, (17)
Al®A ®A3 = A ®(A® Aj3), (1.8
A1 R Ay ® A3 = (Al ®A2) ® As. (1 9



1.1. TENSORPRODUKT VON VEKTORRAUMEN 7

Al X ... X Ayg

T > T

Abbildung 1.2: Das Tensorprodukt ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. [45, Proposition 1.5, Seite 10 und Proposition 1.7., Seiten 12 f.] |

Lemma 1.1.7. Seien p € IN<g, A;l < A, ein Untervektorraum von A,
und (7,t) ein Tensorprodukt von Ai,...,Aq. Dann ist das Erzeugnis von
t(A] x --- x Al) mit der Restriktion von t auf A} x --- x Al; ein Tensorprodukt
von A}, ..., Al

Beweis. Analog zu [45, Proposition 1.6, Seiten 10f.]. |
Lemma 1.1.8. Seien u € N<g und {a,;, : i, € I} Basis von A,. Dann gilt:

o {(X)ﬁzlamH (i1, .., 1q) € XZ:l I1,,} ist eine Basis von ®Z:1 Ay,

e dim <®M:1 Au) =[], dim(A,).
Beweis. Analog zu [45, Proposition 1.2., Seite 8.] |

Beispiel 1.1.9 (Kroneckerprodukt von Vektoren und Matrizen). Es seien die
Vektorrdume R™ und R™ mit ihren Standardbasen {e; : i € N<,,} und {e; : j €
IN<,,} gegeben. Der Vektorraum R™" habe die Standardbasis {er, : k € N<pp}.
Zu jedem k € W<y, gibt es nach dem euklidischen Algorithmus eindeutig be-
stimmte i € N<p, und j € N<,, mit k = (i — 1)m + j. Man setzt nun t;; = ey,
falls k= (i —1)m+j. {tij : i € N<yp,,j € N<y,} ist die Basis {eg : k € N<yp }
von R™". Dann ist R™" mit folgender bilinearer Abbildung

®:R"xR" — R™ (1.10)
(z,y) — Zziviyjtij (1.11)
i=1 j=1

ein Tensorprodukt von R™ und R™.
Beweis.

(T1) Klar ist, dass {t;; : i € N<,j € IN<,, } den Vektorraum R™" erzeugt.
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(T2) Sei g: R™ x R™ — B eine bilineare Abbildung in einen beliebigen reellen
Vektorraum B. Bekanntlich ist eine lineare Abbildung durch ihre Werte
auf einer Basis festgelegt. Man definiere daher f, : R™" — B durch

fo(tij) := glei, ej), (1.12)

fiir alle ¢ € IN<;;, und alle j € IN<,,. Dann gilt:

(fao@)y) = fo [ DD wiyiti

i=1 j=1

= > wyife(ty)

i=1 j=1

m n

i=1 j=1

m n
= 90O _wiei, > _yje))
i=1 j=1

= g(z,y),
fir alle (z,y) € R™ x R".

= nggo®-

RTS xmn

In vollkommen analoger Weise kann man zeigen, dass mittels

® . RTXm X ]R/SXTL N RTSXT)’LTL (113)

T m S n
(X,Y) — Z Z Z Z TiyisYjrjo Liriagijo (1.14)
i1=1iz=1j1=1jo=1

ein Tensorprodukt von R™™ und R**™ ist, siehe [45, Seiten 15f.] Die Ab-
bildung (1.10) wird Kroneckerprodukt! von R™ und R™ genannt. Gleichfalls
nennt man Abbildung (1.13) Kroneckerprodukt von R™™ und R**™. Ordnet
man die mehrfach indizierten Basen lexikographisch an, so schreiben sich die
Kroneckerprodukte komponentenweise als Block-Vektor

1y
TRY = : ;
Imly
bzw. als Block-Matriz
z11Y ... T1mY
XV = . c RTsxmn
Y ... TemY

'Leopold Kronecker, deutscher Mathematiker, * 7. Dezember 1823 in Liegnitz, 1 29. De-
zember 1891 in Berlin.
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Lemma 1.1.10. Seixz € A1 ® Ag. Ist x = 25:1 a1,j ® az; eine Darstellung
von x mit minimalem r € IN, dann sind {a1; € A1 :j € N<,} und {as; € As :
Jj € N<,} linear unabhingig.

Beweis. [13, 1.5., Seite 7.] [ ]

Lemma 1.1.11. Seien 7 € N, Uy :={a1; € A1 : j € N<,.} und Uz := {ag; €
As 1 j € ]Ngr}'
Ist Uy linear unabhdngig, dann gilt

Zald‘ ®az; =0 = Vje€Ng :az;=0. (1.15)
j=1

Ist Uy linear unabhdngig, dann gilt

,
Zal,j ®az; =0 = Vje€Ng :a1;=0. (1.16)
j=1

Beweis. [13, 1.5., Seite 7.] [ |

Korollar 1.1.12. Seien r,7’" € N, U := {u1; € A1\ {0} : j € N, }, U :=
{ugj € A2\ {0} 1 j € Ny}, Uy i= {uy; € A\ {0} 1 j € Naw}, Uy i= {uy; €
As \ {0} 1] € ]NST‘/} mat

r r’
Zuu @ ugj = Zu'ld ®u'27j. (1.17)
s =1

Dann sind Uy UU] und Uy U Uy linear abhingig.

Beweis. Angenommen Uy UU] oder Uy UUJ seien linear unabhingig, dann folgt
wegen Lemma 1.1.11 und

Zul’j @ ugj — Zull,j ® UIQJ =0, (1‘18)
j=1 j=1
dass Uy UU{ = {0} bzw. U2 U U} = {0}. Widerspruch! [ |

Korollar 1.1.13. Seien a,,b, € A, \{0} fir alle p € N<q. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) ®Z:1 p = ®Z:1 by

(ii) Es existieren \1,...,A\q € R mit HZ:I Ay = 1 und a, = M\,b, fiir alle
n e INSd-

Beweis.
(ii) = (i): Klar.

(i) = (ii): Mit vollsténdiger Induktion iiber d.
Induktionsanfang: (d = 2)
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Seien aj, by, € A; \ {0} und ag, b2, € Az \ {0} mit ®i:1au = ®i=1bu' Dann
existieren wegen Korollar 1.1.12 A;, A2 € R mit a3 = Ab; und as = A9bo.
Ferner gilt:

ar ®ay = (A1A2) (b1 ® ba)
= (AMA2) (a1 ® a2)

=0 = (1 — /\1)\2) a1 ® as,
——
£0
woraus 1 = Aj Ay folgt.
Induktionsschluss:
Seien pt € N<g4q und ay,b, € A, mit ®zill a, = ®Z§l b,. Nach zweimaliger
Anwendung der Induktionsvoraussetzung existieren Ay, ..., Az, A 1A € R mit
1= A& 1= (T2 M) Xy nd
V€ Neg:ay, = Auby, (1.19)
ad+1 = )\/d+1)\bd+1' (120)

Man setze daher Agy1 := A, ;A € R. Dann gilt
ay, = Auby,

fi alle o € Negyr wnd [T A = Ax (TT0o2 M) XpaiA = MA = 1. n

1.2 Tensorprodukt linearer Abbildungen

Im Folgenden seien stets d € IN, Ay,..., Ay, B1,...,Bg, C,...,Cq reelle Vek-
torrdume, ¢, € Hom (A,, B,)? und ¢, € Hom (B, C,,) fiir alle p € Ng.

Das Tensorprodukt von Vektorrdumen erlaubt die , Linearisierung“ von multi-
linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen. Mit Hilfe der Homomorphismen

©®1,-..,@q kann man folgende Abbildung komponentenweise definieren:
d d d
Xou: XA — X By (1.21)
pn=1 pn=1 pn=1
(a1,...,aq) +— (p1(a1),...,palaq)). (1.22)

Die Verkettung von Xﬁzl ¢, mit der Tensorabbildung ®p (von ®Z:1 B,) ist
eine multilineare Abbildung. Diese induziert durch ®Z:1 A, genau eine linea-

re Abbildung T(sm,..v,w) € Hom (@Zzl A#,®Z:1 A“), siehe zur Anschauung
Abbildung 1.3.

*Hom (A,, B.) := {¢: A, — B, : ¢ ist ein Homomorphismus}
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©1 X ... X Qg
A x ... x Ay =B X ...x By

®BO((101X.‘.X(‘0{]>
XA (27

v Tigy,..00) v
A1®®Ad B ®...® By

Abbildung 1.3: Das Tensorprodukt linearer Abbildungen.

Die lineare Abbildung T(SO

L) 1st eindeutig durch
- d
Tior,-p) ©®a=®B 0 X (1.23)
pn=1

definiert. D.h. fiir alle (a1, ...,aq) € XZ:l A, gilt

T(<p17m790d)(a1 K- ad) = gol(al) Q& cpd(ad). (1.24)

Ferner definiert man folgende Abbildung:

d d d
T: X Hom(Au, Bu) — Hom [ X) A X) By (1.25)
p=1 pu=1 p=1
(@1, R Sod) = T(gpl,...,cpd)' (126)

Anhand der definierenden Eigenschaft (1.24) erhilt man nun fiir alle p € IN,
¢, € Hom (A, B,,) und alle o, 8 € R:
o (1.27)

T(@lv"'»a@H+B¢L’~~'v§0d) Wl""vgollv'"aﬂod) + 5T(‘P1a“'»§01u“'7§0d) :

Damit ist 7" eine multilineare Abbildung. Diese induziert wegen der universellen
Eigenschaft von ®z:1 Hom (A, B,,) einen Homomorphismus

d d d
T: ®H0m (Ay,By) — Hom ®Am®3u , (1.28)
pn=1

p=1 p=1

welcher durch )
T=To® (1.29)

eindeutig bestimmt ist, zur Anschauung siehe Abbildung 1.4.

Im Folgenden identifiziert man die Elemente aus ®Z:1Hom (A, By) mit den
Elementen aus Hom (®ﬁ:1AM, ®ﬁ:1Bu). Der nachstehende Satz 1.2.1 rechtfer-
tigt diese Identifikation.
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Hom(Ay, By) X ... x Hom(Ag, Ba)

Hom (A1, B)) ® ... 0 Hom(Ay, Bg) Hom(@ﬁzlA,,, ®ﬁle,,)

Abbildung 1.4: Der kanonische Homomorphismus 7'.

Satz 1.2.1. Der kanonische Homomorphismus (1.28) ist ein Monomorphismus.

Beweis. [13, 1.16., Seiten 22 f. und 1.20. Seiten 27 ff.] [ |

Korollar 1.2.2. Sind die Riume A1, ...,Aq und B1, ..., By endlich dimensio-
nal, dann ist der kanonische Homomorphismus (1.28) ein Isomorphismus.

Beweis. Der Homomorphismus ist injektiv und die beiden Vektorrdume haben
die gleiche Dimension. |

Bemerkung 1.2.3. Sei(ay,...,aq) € Xzzl A,,. Im Hinblick auf den Satz 1.2.1

wird man die Abbildung T(%’._Wd) mit 1 ® -+ - ® g tdentifizieren; dementspre-
chend schreibt man Gleichung (1.24) wie folgt:

(P1® - ®@g)(a1 ® - @aq) = p1(a1) @ - @ pa(aq). (1.30)
Daneben gilt nachstehende Kompositionsformel

d

d d
Rt | o | R eu | =R Wyown) (1.31)
le ,LL:1

p=1

Sei p € N<g. Ist ¢, ein Isomorphismus, d.h., existiert cp;l € Hom (B, A,)
mit @, o gp;l =idp, und gp;l o, =1ida,, dann gilt auferdem

-1

d d
Ren| =R (1.32)
p=1 p=1

Ferner ist

d
IdHom(@)z:lA“’@z:lAu) = @ IdA#, (1.33)
l‘,:

Beweis. Gleichung (1.32) folgt unmittelbar aus (1.31). Zu zeigen bleiben (1.31)
und (1.33). Wegen (T1) aus Definition 1.1.1 geniigt es, die Gleichungen auf
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{®Z:1au tay, € Ay, fiir alle p € Ny} zu iiberpriifen. Sei daher (ai,...,aq) €
Xzzl A,. Es gilt dann:

d d d d
®1/’u © ®‘Pu ®au = ®¢u ®@u(au)
pn=1 pn=1 pn=1 p=1

d
= ®¢u(¢u(au))

pn=1

d
® @Du(@u(au)) = ® wu(SDu(au))
pn=1

pn=1
d
— Qo pu)(a)
pn=1
d d
= (@(%ﬂ“ﬂu) ®au
p=1 p=1
d d [ d d
T ®IdAH ®au = T(XIdAH> ®a#
pn=1 p=1 pu=1 p=1
d d
= (@IdAM ®a#
p=1 p=1
d
- Ray.
pn=1

Lemma 1.2.4. Seien d € N und ¢, € Hom (A, B,) fir alle i € N<4. Dann
gilt:

d d
Bild [ Q) wu | = Q)Bild (), (1.34)
p=1 pn=1
d d
Kern ®90u = ZAl ®...®Kemn(p,)®...® Ag. (1.35)
p=1 pn=1
Beweis. [13, 1.20. Seiten 29 f.] [ |

Beispiel 1.2.5. Seien (e1,...,em) und (e1,...,e,) die geordneten Standard-
basen von R™ wund R™. Fiir das Tensorprodukt von R™ und R™ wdhlt man
(e; ®ej : 1 € Ney, j € N<y) in lexikographischer Ordnung und verfihrt
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analog mit R”, R® und R" ® R®. Die linearen Abbildungen ¢ : R™ — R,
¥ R™ — R® seten beziiglich dieser Basen beschrieben durch die Matrizen
AeR™™, B e R™™. Sind ferneri € N<p,, j € N<y,. Es gilt

(P@Y)(ei®es) = wle) @y(es)

= (; akiek> ® (g sz-ez)

T S

= > apibj(er @ er).

k=11=1

Nun erkennt man leicht, dass die Abbildung o @1 beziiglich der lexikographisch
angeordneten Basen beschrieben wird durch das Kroneckerprodukt der Matrizen

A und B,
anB N almB

A ® B = : .. . c Rrsxmn‘
amB ... amB

1.3 Tensorprodukt bilinearer Abbildungen

Im Folgenden seien stets d € IN, Ay,..., Ay, B1,...,Bg, Cy,...,Cq reelle Vek-
torraume.

Lemma 1.3.1. Seien 3, : A, x B, — C}, bilineare Abbildungen fiir j € N<q.
Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung

d d d

d
X B Q4 x Q@ By — QCu (1.36)

d d d d
Q8 | | & Qb | = ) Brultn: by) (1.37)
pn=1 pn=1 pn=1 pn=1
fir alle a1 € Ay,...,aq € Ag und by € By,...,bg € By.

Beweis. Analog zu [13, 1.21., Seiten 30 f.] |

Lemma 1.3.2. Seien (A1, (,);),---,(Aa,(,)y) Prihilbertriume. Dann ist die
durch Lemma 1.3.1 definierte bilineare Abbildung

d d d
=), RA xR A, —~R (1.38)
1 p=1

pn=1 p=

3David Hilbert, deutscher Mathematiker, * 23. Januar 1862, Kénigsberg (Ostpreufien), t
14. Februar 1943 in Gottingen.
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mit
<®x#7®y#> H xuayy>ﬂ (1.39)

fir alle x1 € Ay,...,xq € Ag und y1 € Ay,...,yq € Ag, ein Skalarprodukt auf
®Z:1 Ay

Beweis. Mittels (T1) aus Definition 1.1.1 und Gleichung (1.39) folgt unmittel-
bar die Symmetrie von (, ).
Sei a € ®Z=1Am etwaa = >, ®ﬁ:1aw. Seien ferner p € N<4 und {2, €
A, : 1, € Ny, } eine Orthonormalbasis von span {a;, : i € N, }. Dann existieren
Qi € R+ mit
tu
Qi = Z(aiu)luzluu

ly=1

fiir alle 7 € IN<,.. Weiter gilt

r d
o = 2 Qau

i=1 p=1

- Z@ Z g ), 2

i=1 p=1 \l,=1

d
ZZ ZZH%w®m
l1 1 ld 1:=1 Hn= 1 Hu= 1
Q(1y,00ly)
und damit
t1 tq
<a,a> = Z'“Za(lh'" ®Zlul“ E Z 1’ ,l/ ®Zl
li=1 lg=1 =1 l’ -1
t1 td t1 td
= DD D M) O ®m®%
=1 lg=1 l’1:1 lzl:
t1 tq t1 d
S 3 DR ST i 1T (s 20)
=1 lg=111=1 =1 pu=1
t1 ta  t1 tq d
= mZZmZ%wwﬂﬂuu .....
=1 lg=11)=1 =1 p=1
t1 tq
= - 2
- Z Al la)
l1:1 ld:I
>
und

(a,a) =0=a=0.
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Hiermit ist (,) ein Skalarprodukt auf ®ﬁ:1 Ay [ |

1.4 Darstellung von Tensoren

Im Folgenden seien d € IN>a, Aq,...,Aq reelle Vektorrdume und (¢,7") ein
Tensorprodukt von Ai, ..., Aq.

Definition 1.4.1 (Elementartensor, Reprisentantensystem). Man nennt einen
Tensor v € T einen Elementartensor genau dann, wenn v € Bild (t) ist, d.h.

d
V€ Neg: v, € Ay iv = ®fuu. (1.40)
pn=1

Man nennt das d-Tupel der Vektoren (v1,...,vq) aus Gleichung (1.40) ein Re-
prasentantensystem wvon v.

Bemerkung 1.4.2. Fiir einen Elementartensor ist ein Reprdisentantensystem
nicht eindeutig bestimmt, denn wegen der Multilinearitdt von t kann man durch
Skalieren ein neues System erhalten, welches den selben Elementartensor dar-
. . d
stellt, d.hc.l, seien v = ®ﬁ:1v# und A,..., g € R\ {1} mit 1 = Huzl Aus dann
ist v = &1 (Auvp)-
——
#up
Da das Bild von t ein Erzeugendensystem von 7 ist, kann man jedes v € T
als Summe von Elementartensoren schreiben. Daher stellt sich die Frage nach

der kleinsten Anzahl von erzeugenden Elementartensoren. Diese Fragestellung
fiihrt zur Definition des Tensorrangs.

Definition 1.4.3 (Tensorrang, Reprisentantensystem, Summe von Element-
artensoren). Sei v € 7. Unter dem Tensorrang von v wversteht man folgende
natirliche Zahl

d

,
rang7(v) ;=min ¢ r € N>g: v = Z ®vw, Vip € Ay p . (1.41)
i=1 p=1

Ferner ist fiirr € IN die Menge der Tensoren mit Tensorrang r bzw. Tensorrang
kleiner gleich r wie folgt definiert:

7, :={v €T :rangr(v) =1}, (1.42)

T<y :={veT :rangs(v) <r}. (1.43)

IstveT, etwav=>, ®ﬁ:1“iw dann nennt man v eine Summe von Ele-
mentartensoren mit Tensorrang r. Daneben bezeichnet man das System der
Vektoren (vi, : i € N<,, u € IN<q) als ein Représentantensystem von v.

Bemerkung 1.4.4. Seien r € N und v € 7.
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e Als Synonym fiir Summe von Elementartensoren verwendet man auch
Elementartensor-Summe.

e In Definition 1.4.3 ist der Tensorrang des Nulltensors gleich 0 gesetzt.

o Offenbar ist T, ein Kegel,* aber T, ist kein Untervektorraum von T , denn
seien v,w € Ty, so ist v+ w € T<op # T;.

e Analog zu Elementartensoren erkennt man auch hier, dass ein Reprdsen-
tantensystem von v nicht eindeutig ist.

o Sein, := dimA, € IN fir alle p € IN. Zum Abspeichern eines Re-

prasentantensystem s von v werden r ZZ:I n, Fintrige benétigt, d.h. der
Speicherbedarf wdchst nur linear in d.

o Ferner gilt im endlich-dimensionalen Fall, n, = dim A, € IN fir alle
1 € N, folgende Abschditzung:

d
[T—1 7

max{n, : p € Neg}’

Tmax ‘= max{rang;(v) :v € T} < (1.44)

Beweis. Seien p € N<g, {vi, : i € N, } eine Basis von A, und ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit ng = max{n, : p € N<4}. Wegen Lemma
1.1.8 gilt dann fiir jedes v € T

ni ng d
o= DD Ay @ v
h=1  Ig=1 =1
ni Ng—1 d—1 ng
= > 2. Rua@ | 2w, st

=1 lg_1=1p=1 lg=1

Woraus
[T 7
rangr(v) < r=
er(v) < max{n, : p € N<4}
folgt. |
Bemerkung 1.4.5. Seien By, ..., By reelle Vektorriume, (tg,B) ein Tensor-

produkt von By, ..., Bg und L := ®ﬁ:1 Hom (Ay, B,). Ferner seien ri,ry € IN,
)

v e Ty, etwav:= ' ®Z:1Ui1/.t und ¢ € Ly,, etwa ¢ == ) 12 ®z:180i2u-
Dann ist

SO(U) € Bﬁmrza (145)

4A§XisteinKegel:<:>V>\€IR>o:VaeA:)\aeA
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denn

ro d r1 d
) = | D Qi | | D Qi

ig=1 p=1 i1=1p=1
re Tl d d
= Z Z ® Piop ® Viyp
ig=1i1=1 \ p=1 u=1
ro Tt d

= Z Z ® Piop (Uz‘lu) .

do=14i1=1 p=1

In dieser Arbeit ist das Tensorprodukt von Untervektorrdumen endlicher Di-
mension von groffer Bedeutung. Sei daher U, ein Untervektorraum von A,
ty = dimU, € N und U, := {u;, : i € N, } eine Basis von U, fiir alle
i € N<g4. Jeder Tensor v € ®Z:1 U, hat dann gemifl Lemma 1.1.8 die eindeu-
tige Darstellung

t1 tq d
v = Z e Z Ay, ) ®“luu- (1.46)
p=1

h=1 lz=1

Definition 1.4.6 (Koeffiziententensor). Die Koeffizienten ag, . ;) aus Glei-

chung (1.46) werden zu einem Tensor a € ®z:1 R zusammengefasst. Die-
ser Tensor a wird der Koeffiziententensor von v beziglich der Basis U =
{®g:1ulw sl lg) € Xﬁzl IN<i,} genannt. Ist aus dem Zusammenhang
klar, welche Basis zugrunde liegt, dann sagt man kiirzer: a ist der Koeffizien-
tentensor von v.

Bemerkung 1.4.7 (Tucker-Zerlegung, Tucker-Rang). Sind fiir gegebenes v al-
le Unterrdume U, minimal gewdhlt und U, eine orthonormale Basis von U,
(1 € N<q), dann wird die Darstellung (1.46) Tucker-Zerlegung von v genannt.
Hierbei bezeichnet man t := (t1,...,tq) als Tucker-Rang von v.

Um den Koeffiziententensor von v abzuspeichern, ben6tigt man HZ:l t,, Ein-
trage, d.h. der Speicherbedarf wichst exponentiell in d. Dieser Umstand wird
im Fall v € 7, nicht eintreten. Diese Tatsache verdeutlicht folgendes Lemma
1.4.8.

Lemma 1.4.8. Seienr € N undv € T,, etwav =) ., ®ﬁ:1“iu' Ferner sei U,
ein Untervektorraum von A, mit V,, := {v;, : i € N<,} C U, und t, :== dimU,
fiir alle p € WN<q. Weiter seien Uy, := {u;, : i € N<y, } eine Basis von Uy,
S = ®i:1 R und a € S der eindeutig bestimmte Koeffiziententensor von v.
Dann gilt a € S,.

Beweis. Seien p € IN<y und i € N<,. Nach Voraussetzung existiert a;, € Rx
mit
tu
Vi = Y (i1, U (1.47)

ly=1
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Es gilt
r d
vo= > Qi
i=1 pu=1
= Z@ Z (@ip )i,
i=1 p=1 \l,=1
r t1 tq d
= 2.2 2 Q (@)
i=11=1 ld—lu—l
= Z ZZH i zu®uzuu
=1 lg=11i=1 p=1
Aly,..519)=
Womit

gezeigt wurde.
Angenommen, es existieren 1’ € N, und Vektoren a;, € R mit

rd
i=1 p=1
Gleichung (1.47) induziert eine lineare Abbildung L, : R — A, mit
Vi = Lyaiy.

Es folgt

r d
o= 2 Qua

i=1 p=1
r d
= 2@ Luau
i=1 p=1
r d d
= 2| QL] | Qe
i=1 \ p=1 u=1

d r d
= (L] [ L Qau
p=1

i=1 p=1

= v =La, (1.48)
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wobei
d

L=QQ)L,:S—T (1.49)
p=1
gesetzt ist. Andererseits wiirde aber mit v} u = L,a, ., ein Widerspruch zu v € 7,
folgen, denn

v = La
d rd
. /
= | QL] [ 2 ain
p=1 i=1 p=1
rd
/

= > Qi

i=1 p=1

Bemerkung 1.4.9. Die Primissen von Lemma 1.4.8 seien vorausgesetzt und
ferner seien p € N<g und n, := dim A, € IN. Der Speicherbedarf des Koeffizi-
ententensors von v € T, betrdgt dann rzzzl t, und zusdtzlich Ezzl tun, fir
die Basen U,,. Insgesamt werden zum Abspeichern ZZ:I tu(r +ny) Fintrdge

bendtigt, im Gegensatz zur konservativen Speicherung von TZZ:l ny, aus Be-
merkung 1.4.4.

Notation 1.4.10. Seien p1 € N<g und (vi,...,v4) € XZ:I A,. Dann sind
THL ynd v*r € TH folgendermajfen definiert:

= (K A (1.50)

pE€N<g\{p1}

und

= R v (1.51)

peEN<\{p1}

Daneben definiert man fir w € A,, folgende Substitution &, . :

d
Suw XA —T (1.52)
pn=1
pu1—1 d
0= (v1,...,vq) — Gy w(0):= ® vy | Quw® ® vy | (1.53)
pn=1 p=p1+1
Istv € Ty und (v1,...,vq) ein fest gewdihltes Reprisentantensystem von v, dann

wird folgende vereinfachte Schreibweise definiert:

v (w) = Gy ((V1, ..., 04)) (1.54)
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Beispiel 1.4.11. Seien n € IN und {a,b} C R" linear unabhingig, S := Q*R"
und i € N<q. Ferner seien folgende Tensoren definiert:

d
vi= ()b (1.55)
pn=1

und

t:= Zvi(a) € S<q. (1.56)

=1

Tensoren dieser Struktur treten bei praktischen Anwendungen hédufig auf, so
ist z. B. der Laplace®-Operator in d Dimensionen von solcher Gestalt. In der
folgenden Betrachtung soll die Symmetrie von t in den einzelnen Faktoren des
Tensorproduktes nicht beriicksichtigt werden. Der Speicherbedarf betrigt in der
konventionellen Weise

d’n.

Stellt man dagegen t in dem Unterraum ®d span{a, b} dar, dann werden bei
der alternativen Speicherung 2d* Eintrage fiir den Koeffiziententensor und 2dn
Eintrdage fiir die Basisvektoren bendtigt. Daraus resultiert ein Gesamtbedarf von

2d(n + d).
Man tberpriift jetzt leicht, dass
2d(n +d) < d*n

gilt, wobei d > 3 und n > 6 vorausgesetzt sind, d.h. die alternative Darstellung
von t bietet in diesem Fall einen Vorteil.

Lemma 1.4.12. Seienr € IN, p € N<gy, i € N<,, v, € Ay undv; == ®ﬁ:1 Vip-
Ferner sei

i=1

(a) Es existiert ein v € N<g, fir das {v? : i € N<,} linear unabhdingig sei.
Dann gilt

Vi € INST t v, = 0. (158)

(b) Es existiert ein v € W<q, fir das {vi, : i € N<,} linear unabhingig sei.
Dann gilt

v = . (1.59)

)

ViE]NS,,:v

®Pierre-Simon (Marquis de) Laplace, franzosischer Mathematiker und Astronom, * 28.
Mérz 1749, Beaumont-en-Auge (Normandie), 1 5. Mérz 1827 in Paris.
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Beweis. (Ahnlich wie fiir Lemma 1.1.11)
(a) Seien t, € IN<, und {e;, : | € N4, } eine Basis von span{v;, : i € IN<,}.
Dann ist v;, = Zf;l Aiger fiir alle i € N, mit A;; € R. Es gilt

s
0 = E (o
i=1
r

= Yot

i1
r ty
= § vy § i€l
i1 =1

r ty

= ZZ)‘“UZ'V (en) -

i=1 [=1

GeméiB Lemma 1.1.8 ist {v¥ (e;,,) : ¢ € N<,, | € t,} linear unabhéngig. Es folgt
damit \;; = 0 fiir alle ¢ € N<, und [ € IN<y,, also v;, = 0 fiir alle ¢ € IN<,.

(b) Der Beweis erfolgt analog zu (a). [ |
Korollar 1.4.13. Seien r € N, p € N<y, i € N<,, v, € A, \ {0} und
v; = ®Z:1 viy. Ferner existiere ein v € WN<q mit {v;, : i € N<,} linear

unabhingig. Dann ist {v; : i € N<,} linear unabhdingig.

Beweis. Seien \; € R fiir alle ¢ € IN<, und gelte

T
Z )\ﬂ)i =0.
i=1

Mit Lemma 1.4.12 folgt dann \; = 0 fiir alle ¢ € IN<,., denn v} # 0. |

Bemerkung 1.4.14. Die Riickrichtung von Korollar 1.4.13 gilt im Allgemei-
nen nicht. Dies folgt aus dem nachstehenden Gegenbeispiel:

Vo= {w @ wy, w1 ® wa, wy @ ws },
wobei {wy, wa} linear unabhdngig ist.

Lemma 1.4.15. Seien r € N und v € T, etwa v := Y., v;, wobei v; 1=
®Z:1 Vip, Vip € Ay \ {0}, ist. Dann ist fir alle p € N<g {v!' : i € N<,} linear
unabhdngig.

Beweis. Angenommen, es existiert ein ug € N<g mit {0/ : i € N<,} linear
abhéngig. Dann existieren Aj,..., A, € R und ein ¢y € N<, mit \;; # 0 und
>oi_1 Aot = 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ig = r. Dann gilt

r—1

UHU_E :_)‘i pHo
ro /\ 7 0

; r
=1 "~
Ryim
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weiter folgt

T
v = Z’U@'
=1
r—1
= (Z <vwo>) + 0 (D)
=1

r—1
= 7 (0 ) + At () )
=1
r—1 ~
= Z U (Vipg + Ai¥rpg)
i=1

1711:
r—1
= § ’Div
=1

im Widerspruch zu rang;(v) = r. [
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2 Analyse von besten
Approximationen mit
Elementartensor-Summen

2.1 Elemente der Optimierungstheorie

Der nachstehende Abschnitt bereitet grundlegende Definitionen und Eigen-
schaften aus der Optimierungstheorie auf, wobei nur wesentliche, fiir die Arbeit
relevante Punkte beschrieben sind.

2.1.1 Minimall6sung und Tangentialkegel

Im Folgenden seien n € N, ) 2 K C R™ und f : R™ — R eine Funktion.
Bei einem restringierten Minimierungsproblem sucht man ein z* € K mit

Ve e K : f(z*) < f(x). (2.1)

Ist die Funktion f nicht konvex, so kann im Allgemeinen nicht entschieden
werden, ob z* ein globales Minimum von f auf K ist, wenigstens nicht durch
Berechnung von endlich vielen Funktions- bzw. Ableitungswerten, siehe [37,
Abschnitt 3.4, Seiten 65ff.]. In diesem Fall sollte die Aufgabenstellung (2.1)
abgeschwicht werden, so dass f(z*) nur mit Funktionswerten in einer Umge-
bung von x* verglichen wird. Dies fiihrt in natiirlicher Weise auf den Begriff des
lokalen Minimums, d.h., es existiert eine Umgebung U C K von z* mit

Vee KNU : f(z%) < f(x). (2.2)

Definition 2.1.1 (Minimallésung, Minimalwert und Niveaumenge). Die Men-
ge der Minimallosungen von f auf K wird mit

M(f,K):={x e K: f(z)=inf f(K)} (2.3)
bezeichnet.
Die Zahl inf f(K) € [—o00,00) heifst Minimalwert der Minimierungsaufgabe
(f, K).

Fiir ein r € R bezeichne
Se(r)={r e K: f(x) <r} (2.4)

25
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die zugehorige Niveaumenge von f. Fir ein xg € K benutzt man folgende
abkiirzende Schreibweise:

S¢(x0) == Sp(f(x0)- (2.5)

Definition 2.1.2 (Tangentialkegel). Ein Vektor d € R™ heifst tangential zu K
im Punkte x € K, wenn Folgen (xp)reny C K und (tx)rew C R existieren mit:

e 1 —— I,
k—oo

o 11\, 0 fiir k — oo,

Te—T .

e koo

Die Menge aller dieser Richtungen heif$t Tangentialkegel von K in x € K und
wird mit Tg(x) bezeichnet,

T — T

Ta(x) = {d eR": F(zp)kenwy C K :Ftp \\O0:xp — A — d} . (2.6)

tk
Man verifiziert leicht, dass die Menge Tg(x) stets ein Kegel ist, womit insbe-
sondere die Namensgebung gerechtfertigt ist.

Lemma 2.1.3. Seien K ein Kegel und x € K. Dann ist —x € Tg(x).

Beweis. Setze tj, == k%q und z, := (1 — tg) z fiir alle kK € IN. Dann ist (zx)gen C
Tp—T

K, denn K ist ein Kegel. Ferner gilt offenbar t; \, 0, z; — x und o
fir k — oo. |

= —x

Lemma 2.1.4. Sei z € K. Dann ist der Tangentialkegel ¥ g(x) abgeschlossen.
Beweis. [9, Lemma 2.29, Seite 42]. [ ]

Lemma 2.1.5. Seien x* € K ein lokales Minimum des restringierten Minimie-
rungsproblems (2.1) und f stetig differenzierbar. Dann gilt fiir die Richtungs-
ableitung im Punkte x*

Vd € Ta(x*) : f/(2*,d) > 0. (2.7)
Beweis. [9, Lemma 2.30, Seiten 42 f.]. [ |

2.1.2 Beste Approximation

Im Folgenden seien (X, (-,-)) ein reeller Hilbertraum und () # K C X. Ferner
bezeichne || - || die durch das Skalarprodukt (-, -) induzierte Norm.

Definition 2.1.6 (Beste Approximation). Sei a € X. Ein Element z* € K
heifit beste Approximation von a beziiglich K, wenn fir alle x € K

la = 2" < la — | (2.8)

gilt.
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Satz 2.1.7 (Approximationssatz). Seien K abgeschlossen und konvex und fer-
ner sei a € X. Dann existiert genau eine beste Approrimation von a beziiglich
K.

Beweis. [44, Satz V.3.2, Seite 219]. [ |

Satz 2.1.8 (Existenz im endlich dimensionalen Fall). Sei X endlich dimen-
sional und K abgeschlossen. Dann existiert eine beste Approximation von a
beziiglich K.

Beweis. Sei a € X und ein k € K # () gewiihlt. Die abgeschlossene Kugel
B(a,|la —k|) == {y € X : la—y| < |la— K|} ist kompakt, da X endlich
dimensional ist. Daneben ist auch K N B(a, ||a — k||) kompakt und nicht leer,
denn K ist nach Voraussetzung insbesondere abgeschlossen. Nach dem Satz von
Weierstra3! existiert nun eine beste Approximation von a beziiglich K, denn
die Norm ist eine stetige Abbildung. |

Lemma 2.1.9. Seien a € X und

f: X — R
~ 1
v o f(@) = glla—al?

Dann ist f Gateaus? -differenzierbar in jedem Punkt x € X. Fiir die Richtungs-
ableitung in x in Richtung d gilt

fl(z*,d) = — (a—z,d). (2.9)

Beweis. Seien z,d € X. Fiir alle « € R\ {0} gilt

flz +ad) — f(z) f@)—ala—=z,d) + % (d,d) -

(@ (0

= —<a—x,d)+%<d,d>

pud
5
S~—

f(z +ad) - f(z)

« a—0

—(a—z,d).
|

Lemma 2.1.10. Seienn € N, ) # K C R" ein Kegel, a € R" und z* € K
lokale beste Approzimation von a beziiglich K, d.h., x* ist ein lokales Minimum
der Funktion f(z) := }|la —z|? in K. Dann gilt

la == < fla]|- (2.10)

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl, deutscher Mathematiker, * 31. Oktober 1815 in Os-
tenfelde, T 19. Februar 1897 in Berlin.
2René Eugene Gateaux, franzésischer Mathematiker, % 1889, gefallen 3. Oktober 1914.
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Beweis. Wegen Lemma 2.1.3 ist —2* € Tg(z*). Mit Lemma 2.1.5 und Gleichung
(2.9) folgt dann

0<{a—z* z%.

Ferner gilt

1

>
1 1

= SlalP — {a,2%) + e <

¥, x*) < (¥, 2%) < (a,z"

la]®

N =

= la =% <flall.

2.2 Kennzeichen von besten Approximationen mit
Elementartensor-Summen

In diesem Abschnitt seien d € N>o, (A1, (-, +)1), - - -, (A4, (-, -)4) reelle Préahilbert-
rdaume und (¢,7) ein Tensorprodukt von Ay,..., Aq. Daneben bezeichne (-, ),
das durch Lemma 1.3.2 induzierte Skalarprodukt von 7 und ferner sei || - |7 :=
V()7 gesetzt. Ist aus dem Zusammenhang klar, welches Skalarprodukt ge-
meint ist, so wird auf eine genaue Kennzeichnung verzichtet.

Lemma 2.2.1. Seien p € N<y, U, < A, ein Untervektorraum von A,, P, :
A, — U, die orthogonale Projektion von A, auf U, und ferner sei U :=
®Z:1 U, gesetzt. Dann ist P := ®z:1 P, : T — U die orthogonale Projek-
tion von T aufU.

Beweis. Gemafl Bemerkung 1.2.3 gilt

d
P? = P, o (X P,
p=1 p=1
d d
- ®P3:®Pu
pn=1 pn=1

= P

i _ r d . _ s d ) .
Seien v,w € T, etwa v = > @,y viy und w = 375 &), wjy, wobei
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r,s € IN sind. Es folgt

T s d

(Pv,w) = ZZH<Puinwju>

i=1 j=1 p=1

r s d

= Z Z H (Vi Puwjp)

i=1 j=1 p=1
= (v, Pw),

=P = Pt
]

Bemerkung 2.2.2. Insbesondere folgt aus Lemma 2.2.1, dass der Tensorrang
der orthogonalen Projektion von T aufU gleich eins ist.

Lemma 2.2.3. Seien v € N, p € Ney, v € T, etwa v = > ;_, ®i:1 Vips
U, < A, ein Untervektorraum von A, und gelte {v;, : i € N<,} C U,. Daneben
sei P, : A, — U, die orthogonale Projektion von A, aufU, und P := ®Z:1 P,.
Dann gilt fiir alle x € T

v — Pall < flv - all. (2.11)

Ist zusdtzlich x € T \ U, dann gilt
|lv— Pz| < ||lv—x|. (2.12)

Beweis. Es gilt v = Pv, denn v € ®ﬁ:1 U,, ist vorausgesetzt. Sei ferner x € 7.
Es folgt
|lv—=z|* = |v—Pz|*-2(v— Pzx,z — Pz) + |z — Px|?
|v— Pz||* -2 (v -z, Px — P*z) + ||z — Px|?
= |lv—Pz|* + |z - Pz|?,
—_——

>0
= [lv = Pzf| < flv—=z.
Ist x¢ U, dann ist ||x — Pz|| > 0 und damit ||[v — Pz|| < ||lv — || [

Der nachstehende Satz 2.2.4 analysiert das Reprisentantensystem von besten
Approximationen mit Summen von Elementartensoren und ist fiir diese Arbeit
von zentraler Bedeutung.

Sei im Folgenden

R d
v=2_ Qv
i=1 p=1
eine Summe von Elementartensoren mit Tensorrang R und

r d
* *
v =2 Qi

i=1 p=1
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eine beste Approximation von v mit Tensorrang r < R. Satz 2.2.4 besagt,
dass fiir jedes p € N<4 die Vektoren z7, in span{v, : i € N<g} aufzufinden
sind, wobei j < r beliebig ist. Die konsequente Anwendung dieses Resultats
hat weitreichende Konsequenzen, die in den darauf aufbauenden Ergebnissen

beschrieben werden.

Satz 2.2.4. Seien R € IN und r € N_.p. Ferner seien v € Tg, etwa v =
ZZR=1 ®z:1 Vi, Uy, := spanf{v;, : i € N<g} fiir p € N<g und

f:T<, — R>o

z = fa) = flo -z

Dariiber hinaus sei x* € M(f, T<,), etwa x* = Z;Zl ®Z:1 x5, wobei M(f, T<,)
die Menge der Minimallosungen von f auf T<, ist, siehe Definition 2.1.1.
Dann gilt

Vu € NegVj € Ng, @ 2, € Uy, (2.13)

dh o el :=Q"_ Uy

Beweis. Seien p € N<q4, P, : A, — U, die orthogonale Projektion von A, auf
U, und P := ®i:1 P, : T — U. Angenommen, es existierten ' € N<4 und
J € Ny mit 23, ¢ Uy, d.h. 2" ¢ U. Dann ist

d d
i=Prt = | Q)P i@x%
pn=1 j=1 p=1
T d
= ;/@@EU<T.
w

Mit Lemma 2.2.3 folgt dann
lo = 2] < [lo— 2.
Dies steht aber im Widerspruch zu z* € M(f, 7<,). |

Korollar 2.2.5. Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz
2.2.4. Ferner sei U;L ein weiterer Untervektorraum von A, wobei U, < U[L fir
i € Neq erfiillt sei. Dann gilt

Vi€ NegVj € Ne, - ZL‘;M S UI/A (2.14)

Beispiel 2.2.6. Seien U < R™" der Vektorraum der unteren Dreiecksma-
trizen und O < R™" der Vektorraum der oberen Dreiecksmatrizen, wobei
n € N>y ist. Ferner sei M = U ® O. Dann ist gemdfs Korollar 2.2.5 jede
beste Niedrigtensorrang-Approzimation X* € M<, von V. € Mp der Gestalt,
dass jeder Summand von X* in der ersten Komponente nur aus einer unteren
Dreiecksmatriz und in der zweiten Komponente nur aus einer oberen Dreiecks-
matriz besteht.
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Bemerkung 2.2.7. FEs gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen wvon
Satz 2.2.4. Ferner seien i € N<p, j € N<, und {2, € U, : | € Ny, } eine
orthonormale Basis von Uy, fiir alle p € N<g, wobeit, = dimU, € N ist. Wegen
Satz 2.2.4 kann man die Suche nach einer besten Approximation von v in T<,
auf U<, einschrinken. Sei x € U<,, etwa x = 22:1 ®i:1 Tju, es existieren
dann oy, & € R mit

tu

Vi = Z (ai#)lu Pl

ly=1

tu
x]ﬂ = Z (gjﬂ)luzluﬂ‘
lu=1

Diese Gleichungen induzieren eine lineare Abbildung Z, : R'» — U, mit

Uiu = Zuaw,

Tju = Zu&jp-

d
Setzt man S = ®u=1 R, o= Zf;l ®Z:1 iy € S<p, €= Z;:1 ®i:1 §jn €
S<r und

A . Sgr — uﬁr
d
Z = R Z
pn=1
dann gilt
R d R d R d d
v o= Z@vm:Z®Zﬂam:Z ®Zu ®O‘iu = Za,
i=1 p=1 i=1 p=1 i=1 \p=1 pn=1
r d T d T d d
r = Z@%‘MZZ®ZAL§W:Z ®Zu ®§ju = Z¢.
J=1p=1 J=1p=1 J=1 \p=1 p=1

Weiter folgt dann

o —z|F = (Z(a—€), Z(a =)y =(a =& 2" Z(a— &) g = |la — &||3.

Korollar 2.2.8. Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von Bemer-
kung 2.2.7. Ferner seien £* € S<, mit x* := Z§* € T<, und f : S<, — Rxo,
= f(§) == |la—€|ls. Dann gilt

ot e M(f,T<,) < & € M(f,S<,). (2.15)



32 2. ANALYSE VON BESTEN APPROXIMATIONEN

Aus diesem Grund geniigt es, die Approximation von Elementartensor-Summen
auf S<, zu betrachten; dabei wird aus Griinden der praktischen Umsetzung
vorausgesetzt, dass die Berechnung des Koeffiziententensors und einer ortho-
normalen Basis von U, einfach ist.

Betrachtet man das Tensorprodukt iiber die reellen Vektorrdume R™*, wobei
n, € N fiir alle 4 € N<g4, dann ist es in vielen Fillen vorteilhaft, eine Unter-
raumdarstellung zu bestimmen, wie im Beispiel 1.4.11 oder, falls der Tensorrang
viel kleiner ist als max{nq,...,nq}.

Bemerkung 2.2.9 (Berechnung einer Orthonormalbasis im reellen Standard-
fall). Seien R € N, p € N<g, R := ®z:1 R"™ sowie v := Zfil ®Z:1 Vi € RR
und n, € IN. Ferner seien

N xR
Vi = (Vip, V24, - .., URy) € R™

und t, := Rang(V,) € Ncp < ny,.
Durch QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung, siehe [10, 5.4.1, Seiten 248(f.],
berechnet man nun

(1) (1)
¢ _| R R
Quup, = | T
wobei Q= (quus - -+ qnyup) € R eine orthogonale Matriz, P, € RExE

(W)

eine Permutationsmatriz, Ry’ € R'»*'w eine regulire obere Dreiecksmatriz

und Ré“) e Rw*(E=t) gind. Diese Zerlegung impliziert
Vi € N<p : vy, € span{qiy, - -, qtut = Uy

Der Rechenaufwand betrdigt dann fir eine Faktorisierung, gemdf$ [10, 5.4.1,
Seite 250],

4
dnyt, R —2t2 (ny, + R) + gti,

so dass insgesamt

d
4
> Ant,R - 2t%(n, + R) + gtf;
pn=1

Rechenoperationen benotigt werden. Wie man sieht, wdchst die Komplexitit nur
linear mit d.

Benutzt man die in [10, 5.4.1, Seiten 248 ff.] vorgestellte Methode mit realen
Daten, dann wird man nach t, Schritten eine Zerlegung der Form

Rgﬂ) Réﬂ)

t
V,P, =
Q.“ B R 0 Rgllf)

erhalten, wobei Ré“) € Rw—t)x(B=tu) \ 10} ist, siche [10, 5.5.6, Seiten 258
fI-], denn in Gegenwart von Rundungsfehlern sind die Eintrige der Matriz Ré“ )

nicht exakt null. Erfillt Ré“) aber folgende Ungleichung:

IRY |2 < €| Vill2,
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dann kann man t, als numerischen Rang von V), ansehen, hierbei ist e € R>g
etne kleine maschinenabhingige Konstante. Dariiber hinaus muss man noch
unerwinschte Skalierungseffekte vermeiden, daher werden alle Spaltenvektoren
von V,, zuvor normiert.

2.3 Summen von Elementartensoren mit beschrink-
ten Summanden

Im Folgenden seien d € IN>9, S := ®Z:1 R und ¢, € N fiir alle p € N<g.

Nach dem Approximationssatz ist die Existenz der besten Approximation nur

auf abgeschlossenen Mengen gesichert. Leider ist die Menge der Elementartensor-
Summen im Allgemeinen nicht abgeschlossen.

Lemma 2.3.1. Firr > 2 und d > 3 ist S, nicht abgeschlossen, wobei &' :=
QIR™ und n € N.

Beweis. Sei {a,b} C R" linear unabhéngig. Gemé$ [38, Proposition 4.6, Seiten
15 f.] hat

1:=a®@bR0+00a0+000®a

einen Tensorrang von 3. Sei (t*)reny C SLo mit

1 1
tk:(Ew+®®(h+yw®kb+b®bgwa—km

fiir alle £ € IN. Mittels elementarer Umformung folgt

1
th = a®b®b+b®a®b+b®b®a+%a®a®b
1
= t+-a®a®b.
k
k 1
= [t—t'|=lla®a®bl|- ——0.
k k—oo

Bemerkung 2.3.2. Das in Lemma 2.3.1 angegebene Gegenbeispiel ist von be-
sonderer Bedeutung und darf nicht ignoriert werden, denn der Laplace-Operator
i 3 Dimensionen ist von dieser Gestalt.

Der Artikel von de Silva und Lim, siehe [38], analysiert allgemeinere Klassen
von Gegenbeispielen fiir Tensoren der Ordnung 3. Es existieren sogar Gegen-
beispiele, welche mehrere Tensorringe tberspringen kénnen.

Eine einfache Analyse des Gegenbeispiels aus Lemma 2.3.1 zeigt, dass fiir k —
oo die Summanden von t* unbeschrinkt sind, d.h. es gilt

k k k—o0
Ibebe (@— k)| — oo

1 1
H(a—i— b) ® (b+ —a) ® ka — 00,
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Zusammenfassend kann man sagen, dass die Existenz der besten Approximation
nicht gesichert und die numerische Behandlung dieses Minimierungsproblems
wegen der Unbeschrénktheit der Summanden nicht durchfiihrbar ist. Einen na-
he liegenden Ansatz zur Behebung dieses Problems liefert folgende Definition.

Definition 2.3.3 (Elementartensor-Summen mit beschrinkten Summanden).
Seien ¢ € Rsg und r € IN. Die Menge der Elementartensor-Summen mit be-
schrankten Summanden st per Definition Teilmenge von S, bzw. S<, und wie
folgt definiert:

r d
Syi=Kv= Z@vw €S vl <e (2.16)

i=1 p=1
——

V=

bzw.

r d

N E ®vw €S« vl <cp. (2.17)
i=1 p=1
——

V1=

Lemma 2.3.4. Seien ¢ € R und r € N. Dann ist S, abgeschlossen.

Beweis. Seien ¢ € Rsg und 7 € N. Ferner sei (t*),eny € S, und ¢t € S mit

lim tF =¢,

k—o0
wobei tF = ZZ 1® fur alle £ € IN ist. Seien i € IN<, und 1 € N<4. We-
gen der Multlhnearltat von ® kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass |[th || = --- = ||tF)|| erfiillt ist, daneben ist (¢ " )keN eine durch

Ve beschriinkte Folge. Daher existiert eine gegen #;, € R konvergente Teilfol-

ge (tflgl))lem, wobei [|£;,]] < /c erfiillt ist. Setzt man nun ¢ := Y _|_; ®Z:1 tiy €

§<,, dann folgt k() - t und damit ¢ = ¢, denn die folgende Abbildung

d r
¢: X X R+ — S,
p=1i=1
ti=(tiy:i€Ngy, p€Ney) — €(F Z@tw
=1 p=1
ist insbesondere stetig. |

Korollar 2.3.5. Seienr’ ¢ N, r € N/, t € S, und (tk)kelN C S<, mit

lim t* = t,

k—o0

wobei tF .= Yoy th th € Sy, fiir alle k € N gesetzt sei. Dann ist fiir mindestens
ein © € N<, die Folge der zugehorigen Summanden (tf)ke]N nicht beschrankt.
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Beweis. Angenommen (tf)kem ist fiir alle i € N<, durch ¢ € R~ beschrénkt.
Geméf Lemma 2.3.4 ist dann t € S¢, C S<,. Widerspruch, denn rangg(t) =
> - [ ]

Korollar 2.3.6. S<; ist abgeschlossen.
Beweis. Sei (t*)ren C S<1 mit

lim t* =t e S.

k—oo

Dann ist fiir alle & € IN der Summand von t* durch ||| beschrinkt. Der Rest
des Beweises folgt analog zum Beweis von Lemma 2.3.4. |
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3 Approximationsaufgabe
und Zielfunktion

In diesem Kapitel werden die beiden bedeutsamen Approximationsaufgaben
formuliert und anschlieend die Zielfunktion definiert. Des Weiteren sind die
fiir die numerische Optimierung wichtigen ersten und zweiten Ableitungen der
Zielfunktion angegeben.

Im Folgenden seien d € IN>3, ¢ € R, S := ®i:1 R'* und ¢, € IN fiir alle
€ Ney.

3.1 Formulierung der Approximationsaufgabe

In Kapitel 5 wird die numerische Losung der nachstehenden Approximationsauf-
gaben diskutiert; um in diesem folgenden Teil der Arbeit stetig wiederholende
Begriffserkldrungen zu vermeiden, werden die anstehenden Definitionen auch
als Notationen verwendet.

Definition 3.1.1 (Approximationsaufgabe).
Im Folgenden seien R € IN,

R R d
:Z Z@ iy € Sp (3.1)
i=1 =1 pu=1

Q=

gegeben und zundchst r € N g fest gewdhlt. Gesucht wird ein

Zf = Z@ém € S<, (3.2)

=1 p=1
——
er=
welches die Approrimationsaufgabe
=&l = min flo—¢] (3.3)

£e8e,NUEY)
lost, wobei U(E*) eine Umgebung von & ist, unter der Nebenbedingung:

Vj € N, Vi€ NegWv € Nea \ {p} = [|Gll = 1150 I- (3-4)

37
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Wie in Abschnitt 2.1.1 bereits erwihnt, ist es fiir nichtkonvexe Zielfunktionen
schwierig, ein globales Minimum zu bestimmen; daher wird die Suche nach
einem Minimum auf eine Umgebung U (£*) von £* eingeschrénkt.

In den kiinftigen Anwendungen ist a priori nicht klar, wie grof3 der Zielrang
gewihlt werden muss, vielmehr ist eine gewiinschte Approximationsgenauigkeit
vorgegeben, welche sich bei kleinstmoglichem Tensorrang einstellen soll. Aus
diesem Grund wird folgende erweiterte Approximationsaufgabe gestellt.

Definition 3.1.2 (Erweiterte Approximationsaufgabe).
Seien a € Sg, R € IN und ¢ € R>( gegeben. Zu bestimmen ist ein & € S<,.
derart, dass

la =&l < & (3.5)

o — = min a—E&|, 3.6
o=l = min lla=dl (36)

unter der Nebenbedingung:
Vj € NV € NegVv € Naa \ {p} + [I1€ejpll = llEe ol (3.7)

erfillt sind, wobei r. € N<g kleinstmdglich sein soll.

3.2 Definition der Zielfunktion

Im Folgenden wird die Zielfunktion der Approximationsaufgabe definiert. Da-
neben wird vereinbart, dass die hier definierten Terme in den folgenden Teilab-
schnitten als Notation dienen.
Die Minimierung des Abstandes findet auf dem Repréasentantensystem beziiglich
der Funktion

1 d r

5“'”20@1 X X R — Rxg

p=1j=1

statt, wobei die Abbildung & wie folgt definiert ist:

d r
¢: X X R+ — S,

p=1j=1

r d
é:: (&p:p€Ney, jeNg,) — (’f(é) = Z@fm

i=1 p=1
Notation 3.2.1. Ist t := (t1,...,tq), dann ist zur abkirzenden Schreibweise
Rart = Xﬁzl X§:1 R« gesetzt. Ferner wird ein Reprisentantensystem von

¢ € S<, kiirzer mité bezeichnet, d.h. sei é = (& p € Ney, j € N<,) derart,

dass .
=@ =) &= Q&
=1 =1 p=1
=€
erfillt ist.
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Da
1 1 1
glle = &? = §H0¢H2 — (€, a) + §H£H2

—
=konst.
und bei der Minimierung konstante Ausdriicke vernachléssigt werden kénnen
sowie eine Normierung aller Teile der Zielfunktion mit der Norm von « ange-
bracht ist, definiert man den Hauptteil der Zielfunktion zu

fl :md,r,g - RZ—% (38)
é o 7O o |- 08+ 5l (39)
Ferner gilt
R 1 i r R
A = e D) e )+ ZZ@J,@ (3.10)
L 7j=1 =1 j 15'=1
1 i r R d 1.0 d
R =22 T (i i) + 52 ST &)
| J=li=1p=1 J=1j'=1p=1

Bei der numerischen Losung der restringierten Minimierungsaufgabe kann die
aufwindige Erfilllung der Kuhn-Tucker-Bedingungen umgangen werden. Um
die Nebenbedingung (3.7) zu erfiillen, wird ein Strafterm benutzt. Hierfiir wird
die nachstehende Funktion g; derart konstruiert, dass g; (é) = 0 ist, falls £ €
S, die Nebenbedingung (3.7) erfiillt. Getreu Kapitel 5, Seiten 63 f., ist die
Nebenbedingung (3.7) bei der praktischen Umsetzung einfach zu erfiillen. Die
Funktion g; ist wie folgt definiert:

g1: Rare — Rxo (3.11)

A~

§ — gl(é): SWZZ Z |§]MH2 |§]V”) (3‘12)

=1 p=lv=1v#pu

Diese Nebenbedingung ist sinnvoll, denn nach Korollar 1.1.13, Seite 9, ist ein
Reprisentantensystem nicht eindeutig bestimmt. Uberdies ist diese Darstellung
durch die Nebenbedingung (3.11) noch nicht eindeutig, denn durch Multiplika-
tion einzelner Reprisentantenvektoren mit Faktoren von —1, so dass das Pro-
dukt dieser Faktoren 1 ergibt, erhilt man ein neues System é’ , welches dieselbe
Elementartensor-Summe darstellt und die Nebenbedingung (3.7) erfiillt. Nun
ist aber dieses neue Représentantensystem é’ relativ weit entfernt von é , womit
angenommen werden kann, dass in der Umgebung U (é*) des Minimums £* in
Gleichung (3.3) die Darstellung eindeutig ist.

Geméf Satz 2.1.8 und Lemma 2.1.8 ist die Approximation nur auf S¢ wohl-
definiert. Existiert das Minimum der Approximationsaufgabe in S, nicht, dann
muss geméafl Korollar 2.3.5 eine minimierende Folge unbeschrinkte Summanden
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haben. Mit Hilfe einer weiteren Nebenbedingung kann die Norm der Summan-
den beschrénkt werden. Hierfiir wird folgende Funktion gy benutzt:

92 : Rary — Rxo (3.13)
R R 1 r
£ — @) = WZ I1€511” = Z H €512 (3.14)
Jj=1 j=1p=1

Mittels go wird zusétzlich iiber die Norm der Summanden minimiert. Diese
Herangehensweise hat den Vorteil, dass die Konstante ¢ nicht zuvor gewéhlt
werden muss und eine aufwéindige numerische Behandlung der Kuhn-Tucker-
Bedingung entfillt.

Damit ist die Zielfunktion beschrieben und man erhélt insgesamt

I %d,r,g - RZ*% (315)
£ = f(E) = f1(&) + M1 () + Maga(€), (3.16)

wobei A1, A2 € R sind. Der Parameter Ay wird bei der praktischen Umsetzung
derart gewéhlt, dass der Einfluss auf den Hauptteil f; nicht signifikant ist.

Bemerkung 3.2.2. Offenbar ist f aus Gleichung (3.15) ein Polynom in meh-
reren Unbekannten mit einem Grad von héchstens 2d. Aus diesem Grund ist
die Zielfunktion beliebig oft stetig differenzierbar.

Wie schon erwéhnt, muss die Zielfunktion f normiert sein; infolgedessen ist die
Berechnung von ||a||? notwendig.

Lemma 3.2.3. Zur Berechnung von ||a|? werden

<R N 1> zi: (3.17)

Rechenoperationen bendtigt.

Beweis. Das Quadrat der Norm von a = ZZRZI ®ﬁ:1 oy, berechnet sich wie
folgt:

R d i1—1 d
HO‘HZ = Z H (Qtiyps Qi) + 2 Z H (Qiyps Qiopa) | - (3.18)
i1=1 \p=1 io=1 pu=1

Der Rechenaufwand zur Berechnung eines Skalarproduktes der Form

d
H Qi iy Xig )
p=1

betragt
d

d
@ty +d-1=2-> t,—1.
p=1 p=

1
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In Gleichung (3.18) miissen (R;rl) Terme dieser Art berechnet werden, zusétzlich
fallen (Rgl) — 1 Additionen und eine Multiplikation an. Somit ergibt sich ein

Gesamtaufwand von

<R+1> Ztu <R;1>_1+1:2_<R+1> i

3.3 Die erste Ableitung der Zielfunktion

Im Folgenden wird die erste Ableitung der Zielfunktion angegeben.

Notation 3.3.1. Seien u1 € N<y, j1 € N<,, § := 22:1 ®Z:1 &ip € S<p und
h e {f, fi,91,92}. Die partiellen Ableitungen von h an der Stelle £ werden bei
festem py und j1 zu einem Vektor .  (§) € R zusammengefasst, dessen

J1H1
Eintrige sind fir alle [y € <y, wie folgt definiert:

A Oh(é
(hhm(é))ll . a(ful(i))ll

Ferner bezeichnet man I (€) als Komponente von hW(€) zum Indexpaar
(j1,p1) oder kiirzer als Komponente, falls das Indexpaar aus dem Zusammen-

hang klar erkennbar ist.

Notation 3.3.2 (Skalarprodukt mit einfacher Auslassung). Sei p; € IN<g,
dann ist (-, '>u1 wie folgt definiert:

(v ¢+ TixTi—R (3.19)
(v,w) = (v,w), = H (U, wy) - (3.20)
rEN<g\{p1}

Lemma 3.3.3. Seien i € Neg, j1 € Ny, €= 51§ = 35 @y i €
7, und fi wie in Gleichung (3.8) definiert. Dann sind die Komponenten von
11(&) wie folgt bestimmi:

=y

f{jlﬂl( HaH2 Z 0‘“511 L iy + Z <fja§j1>m Ejpa | - (3.21)

i=1 j=1
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Beweis. Seien i1 € N<g, j1 € N<, Es gilt

. 1 r R
he = e —ZZ (0, &) + ZZ (&,&7)
Jj=11=1 ] 1j5'=1
1 [ r R
= Tl =Y (e &), (i )
| i=1i=1
1T
+ 522<£jv€j/>“1 <§ju1a§j’u1> )
j=1j'=1
R r
= f{j1u1< ||a||2 Z al7§]1 aiﬂl + Z <§j7§j1>u1 fjlll
=1 j=1

Lemma 3.3.4. Seien jin € Neg, j1 € Noy, €= 351 & =Y, Q1 &y €
7, und g1 wie in Gleichung (3.11) definiert. Dann berechnen sich die Kompo-
nenten von g (§) wie folgt:

d

2 1
glljlﬂl(g) ~ 4 K Z (||£j1#1”2 - ||§j1,u||2) Ejrp- (3.22)

H=1,p#p

Beweis. Seien 1 € N<g, j1 € N<,. Es gilt

a1 W ZZ Z (1€5ll? = 1€ 1%),

=1 pu=lv=1v#pu

d

, A 1
= Gij,, () = W . Z a1 = &50l?)

=1,pu#p1

d
+ > hml® = 1€ 1?) | €

V:LV?éﬂl
d
1
= e | 2 Ul = 16ul?) | &

w=1,pu#p
|

Lemma 3.3.5. Seien pu; € N<q4, j1 € N<,, § := Z§:1 £ = 22:1 ®i:1 Ein €
7. und go wie in Gleichung (3.13) definiert. Dann gilt fiir die Komponenten
von g5(§) )

géjlul (g) = 4”0&”2 <£j1a£j1>m gjl,uy (3.23)
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Beweis. Seien pu € N<g, j1 € N<,, dann gilt

SRR SR VTS S o DI
92(5) - 2”0&”2;H£j” _2HaH2j§<§77§j>ul <£],u1a£],u1>7

' - 1
= nglMl (5) = W <§j17§j1>ﬂ1 gjlyl-

Korollar 3.3.6. Seien yi1 € Neg, j1 € Nep, £:= 301 & =30 QF_ & €
T, und f wie in Gleichung (3.15) definiert. Dann berechnen sich die Kompo-
nenten von f'(§) wie folgt:

F i (€)= 115, (€) 4+ Mgh 0, () + Ao, (), (3.24)

A~ ~

wobei f1; (&), 91;,,, (&) bzw. g5, (&) wie in den Gleichungen (3.21), (3.22)
bzw. (3.23) definiert sind.

3.4 Die zweite Ableitung der Zielfunktion

Die numerische Behandlung der Approximationsaufgabe wird mit Hilfe von ei-
nem Newton-ahnlichen Abstiegsverfahren mit parameterabhingiger Suchrich-
tung durchgefiihrt, wie im Abschnitt 4.4 beschrieben. Aus diesem Grund ist die
Berechnung der Hesse-Matrix notwendig.

Notation 3.4.1. Seien i1, po € N<a, j1,jo € N<, sowie§ := 37", ®Z:1 Eiu €
S<; und h € {f, f1,91,92}. Die zweiten partiellen Ableitungen von h an der

z . . . . . // 2
Stelle & werden bei festem (1, p2) und (ji,j2) zu einer Matrix R i (&) €
Rt Xtuz zusammengefasst, deren Eintrdge sind fiir alle 1 € N, undly €
N<y,, wie folgt definiert:

1 3 — a2h(é)
( M1u2j1j2(§)>lll2 o a(&ﬂljl)lla(éﬂlh)b.

Man bezeichnet by, .. . (€) als Segment von K" (€) zum Indexpaar (p1, p2, j1, j2),

oder kiirzer als Segment, falls dies aus dem Zusammenhang klar erkennbar ist.

Notation 3.4.2 (Skalarprodukt mit zweifacher Auslassung). Fiir pu, 2 € IN<q
mit py # p ist (), ., wie folgt definiert:

o T xT, —» R (3.25)

(v,w) = (v,w), ,, = H (U, wy) - (3.26)
PEN<g\{p1,p2}

Daneben ist firi,7 € N
(5,']‘ = 1- 5ij (327)
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gesetzt, wobei das Kronecker-Delta wie tblich definiert ist, d.h.

1, =g
8ij ._{ 0 it]. (3.28)

Lemma 3.4.3. Seien p,p2 € Neg, j1,j2 € Ne, sowie £ == Y70 1§ =
> i1 ®Z:1 &p € T und fi1 wie in Gleichung (3.8) definiert. Dann berechnen
sich die Segmente von fI'(€) wie folgt:

. 1 . . .
fl wip2jige (5) = W |:A#1#2j1j2 (f) + BHI,“«?jle (5) + Cul,uzjljz (é) (3'29)
,Uluzjljz (é)}
wobei

M1M2]1J2 (é) = 5#1#2 <§j1 J €j2>#1 Ithm ) (3.30)
M1M2]1J2 (é) = gulm <§j17€j2>mu2 gj2ﬂ1§§1,u,27 (331)
Crpzjigo (é) = 3M1M25j1j2 Z (& €j1>#1ﬂ2 éjmg;uz? (3.32)

Jj=1

A _ R
Dy pagria & = 5#1#2 5j1j2 Z (a, €j1>#m2 Qi O‘g,uz (3.33)

=1

gesetzt sind.

Beweis. Seien p,us € N<g, j1,j2 € N<, und l; € ]Nétul’ Iy € ]Nﬁtuz’ es ist
dann gemif Gleichung (3.21)

9 2 1 r R
DO LS g6 G = S (0060, (i |
af,ulhh Ha“ j=1 i=1
Weiter gilt
f1(8) 1 -

= D (€& G

N N NAll2
85M1j11185u2j2l2 H H 8fu232l2 j=1

M:o

a“é..jl ,U«l Odl,“l)l]
=1
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sowie

8 T
Z <§jv£j1>m (gjm)h = Ouipe <£j1’£j2>m Olyls

01z jals j=1

(A,ul,qule (é))lll2:
+ 5#1#2 <§j175j2>“1#2 (5]'2#1 )11 (é-leQ)ZQ

(Bulugjljg (é))lllzz
T

+ gmméjl]é Z <§j7 €j1>/11u2 (gj/u)ll(gjm)lza

j=1

(Cuynginia (é))lIZZZ

und

=

0

R
Z(O‘i7§j1>m (i)t = O J1J2Z (i, &) iz (ctipy )1y (ipy )1y -

aglezb i=1 i=1

(Dulugjljg(é))lll2:
Insgesamt folgt somit die Behauptung. |
Lemma 3.4.4. Seien p,p2 € Neg, ji1,j2 € Ne, sowie £ == Y70 & =

> i1 ®Z:1 &p € T und g1 wie in Gleichung (3.11) definiert. Dann gilt fir
die Segmente von, g (€)

. 1 . .
gllluluzjljz (&) = W [Glm,uzjljz (&) + G2y oo (5)] ) (3.34)
wober
. d
G1M1M2j1j2 & = Opur 295172 Z (H§j1m H2 - Hfij2) Id]Rt“l
p=1,u7#p1
+ 2(d - 1)5j1u1§;'1u1] )
G2uw2j1j2 (f) = 5u1u25j1j2(_2)§j1u1§§'1u2

gesetzt sind.

Beweis. Seien ju1, 2 € N<g, j1,j2 € N<, und [; € ]NStMa Iy € ]Nétug- Gemaf
Gleichung (3.22) gilt

d

dar (€ 1
91(8) _ i | 2 (Gl = 6l | Gl

85/"1j1l1 u:]_#,gép,l

-~

5/ ). —
Gty ()=
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Ferner folgt mit Aﬂlljﬁg 1= Op1 190j1 jo

g1’ 1, (€) - d
s = AR S (1650 1P = 1€l 022(d = D) (Ejugen)tn (€ )i
85#2]‘212 wE
pn=1

+ 6#1#25j1j2(_2)@]'1#1)11(5]'1#2)127
woraus die Behauptung folgt. |

Lemma 3.4.5. Seien & := Y7 & = >0, ®Z:1 &ip € Tpy pa, 2 € Neg,
Ji,72 € N<p und 92 wie in Gleichung (3.13) definiert. Dann berechnen sich die
Segmente von g5 (&) wie folgt:

2 1 . <§j17€j1>p,1 IdRWl ) H1 = [2;
‘2 j172

1
B i © = T3
2 papzjige || 2(&,, §j1>m“2 53'1#15;1#2’ sonst.

(3.35)
Beweis. Fiir py, pus € INgd, J1,J2 € N<, und [; € INStul’ lr € INSt;Q? ist gemaf
Gleichung (3.23)

N

dga(€) 1, |
85#11'111 a HOCHQ <£j17£ﬂ>/ﬁ1 (511#1)l1-

Weiter folgt

0
ae [<€j1>£j1>m (£j1u1)11:| = 5#1#25j1j2 <§j17£j1>m 5l1l2
85M2j2l2
+ OO (53'1 ) ‘§j1>mu2 (€j1u1)l1 (gjwz)lw
womit die Behauptung gezeigt ist. |

Korollar 3.4.6. Seien p1,p2 € Neg, j1,j2 € Nep sowie § == 377 & =
> i ®Z:1 &ip € Ty und f wie in Gleichung (3.15) definiert. Dann gilt fir die

A

Segmente von f"(€) folgendes:
”N1M2j1j2 (&) = f{/,ulmjljz &)+ Alglll,ul,uzjljz ) + )‘zggmuzju‘z (&), (3.36)

wobei f{/muzﬁjz(é)’ gi]ﬂl#?jl]é(é) bzw. gg#lﬂ2jlj2(é) wie in den Gleichungen
(8.29), (3.34) bzw. (3.35) definiert sind.



4 Methoden zur numerischen
Behandlung nichtlinearer
Optimierungsaufgaben

Bevor die numerische Losung der Approximationsaufgabe diskutiert wird, sei
an dieser Stelle ein Querschnitt durch die Theorie nichtlinearer Optimierungs-
aufgaben eingefiigt. Dieses Kapitel gibt einen kurz gefassten Uberblick iiber
bekannte Minimierungsverfahren und deren Konvergenzeigenschaften und dient
damit dem besseren Verstdndnis. Daneben werden im letzten Abschnitt leicht
abgewandelte Methoden vorgestellt, welche auf das im Mittelpunkt der Arbeit
stehende Optimierungsproblem abgestimmt sind.

Seien im Weiteren n € IN und f : R™ — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion.

4.1 Newton-Verfahren

In diesem Abschnitt wird das Newton!-Verfahren zur Minimierung einer zwei-
mal stetig differenzierbaren Funktion vorgestellt und dessen Konvergenztheorie
untersucht. Hierbei besteht die zentrale Idee des Newton-Verfahrens darin, das
unrestringierte Minimierungsproblem

Finde ein z* € R™ mit: f(z*) < f(z) fir alle x € R". (4.1)
zu 16sen, indem man sukzessiv die quadratische Ndherung
1
a(@) = f@0) + () a = k) 4 D (v —ab PN @ -ah)  @2)

zu minimieren versucht, wobei 2¥ € R™ den aktuellen Iterationspunkt bezeich-

net. Ist die Hesse?-Matrix f” positiv definit, so ist zFT! genau dann Lésung
von
min T 4.3
min g(2), (13)

1Sir Isaac Newton, englischer Physiker, Mathematiker, Astronom, Alchemist, Philosoph
und Verwaltungsbeamter, nach Gregorianischem Kalender: * 4. Januar 1643, Woolsthorpe-
by-Colsterworth in Lincolnshire, T 31. Mérz 1727 in Kensington (nach dem damals in England
noch geltenden Julianischen Kalender: * 25. Dezember 1642, t 20. Mérz 1727 ).

2Ludwig Otto Hesse, deutscher Mathematiker, * 22. April 1811, Kénigsberg (Ostpreuien),
t 4. August 1874 in Miinchen.

47
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wenn zFt1 der Bedingung

qi(z) =0 (4.4)
fiir einen stationsiren Punkt? von g geniigt. Wegen
gi(x) = f'(@*) + f"(@*) (@ — 2¥) (4.5)
ergibt sich hieraus
-1
R () G} (4.6)

Natiirlich wird man die explizite Berechnung der inversen Hesse-Matrix ver-
meiden, vielmehr bestimmt man zuniichst eine Losung d* € R™ des linearen
Gleichungssystems

f'(@®)d = f'(a*) (4.7)
und setzt anschlieflend

aft =gk — gk, (4.8)

Das hierbei zu losende lineare Gleichungssystem (4.7) wird h#ufig Newton-
Gleichung und der Vektor d* Newton-Richtung im Punkt z* genannt. Insgesamt
erhilt man folgenden Algorithmus.

Algorithmus 4.1.1 Lokales Newton-Verfahren
Wiihle 2! € R, ¢ € R>¢ und setze k£ := 1.
while || f/(z¥)|| > ¢ do

Berechne d* € R™ mit: f”(z*)d* = f'(z*).
Setze 2F*1 := 2F — d¥ und k — k + 1.
end while

Notation 4.1.1 (Newton-Folge). FEine mittels Algorithmus 4.1.1 erzeugte Folge
heifit Newton-Folge von f zum Startwert z' € R™.

Satz 4.1.2. Sei x* € R" ein stationdrer Punkt von f und f"(x*) reguldr. Dann
existiert eine Umgebung U wvon x*, so dass fiir jeden Startwert ' € U die
Newton-Folge in U wohldefiniert ist und gegen x* konvergiert. Daneben gelten:

(i) Die Konvergenzrate ist mindestens superlinear.

(ii) Ist f" lokal Lipschitz*-stetig, so ist die Konvergenzrate mindestens qua-

dratisch.
Beweis. [9, Satz 9.2, Seiten 84 f.] oder [24, Satz 3.1.1, Seiten 68 f., Satz 3.1.2,
Seite 69]. [

Bemerkung 4.1.3. Das lokale Newton-Verfahren wird im Allgemeinen nicht
nur gegen lokale Minima konvergieren, sondern auch gegen lokale Maxima
von f. Dieser eigentlich unerwiinschte Effekt tritt beim geddmpften Newton-
Verfahren nicht mehr auf.

3z* € R™ ist ein stationdirer Punkt von f :< f/(z*) = 0.
4Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, deutscher Mathematiker, * 14. Mai 1832, Konigsberg
(OstpreuBen), 1 7. Oktober 1903 in Bonn.
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4.2 Newton-adhnliches Verfahren

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass das Newton-Verfahren fiir
zufriedenstellend dicht an einem stationdiren Punkt x* gelegene Startwerte x!
unbeschriankt durchfithrbar ist und mindestens superlinear bzw. quadratisch
gegen z* konvergiert. Dazu ist pro Iterationsschritt die Berechnung der Hesse-
Matrix f”(x*) bzw. der Newton-Richtung notwendig, was aus verschiedenen
Griinden héufig nicht erwiinscht ist. Allerdings kann man das Newton-Verfahren
als einen Prototyp schnell konvergenter Verfahren ansehen. Denn die folgen-
den Sitze besagen, dass eine gegen x* konvergente Folge (2)ren genau dann
mindestens superlinear bzw. quadratisch konvergiert, wenn z#t1 (k € IN) die
Gleichung
P + f'(@*) (@ = 2*) =0

bis auf o(||zF*! — z¥||) bzw. O(||z**! — 2¥||?) erfiillt. Dabei heiBt eine Folge
(uk) keN in einem normierten Raum X beziiglich einer Nullfolge (o )ken posi-
tiver reeller Zahlen

o(ag) bzw. O(ay),

€93

falls <M>k N eine Nullfolge bzw. beschriankte Folge ist.
€

Satz 4.2.1 (Charakterisierung der superlinearen Konvergenz bei Optimie-
rungsaufgaben). Seien (2¥)rew eine konvergente nichttriviale® Folge in R™ mit
Grenzwert z* € R™ und f"(x*) regulir. Dann sind dquivalent:

(i) z* PR x* superlinear und f'(x*) = 0.
—0Q0

(ii) |If'(@*) + f" (@) (@ = 2P| = o(||a*+ — 2*])).

(iii) |Lf'(@*) + f"(2") (2" = 2P| = o(||a"+! — o).
Beweis. [9, Satz 7.8, Seiten 60 ff.]. [ ]
Dieser Satz rechtfertigt folgende Definition.

Definition 4.2.2 (Newton-ihnlich). Eine nichttriviale Folge (z*)ren in R”
heifit Newton-ahnlich beziglich f, wenn

1 (%) + " (@) (@5 = 2®)| = of[|l* T — 2*|)) (4.9)
gilt.
Bemerkung 4.2.3.

o Mit Hilfe von Definition 4.2.2 lisst sich die Behauptung des Satzes 4.2.1
folgendermafen aussprechen: ,Die gegen x* konvergente Folge (x*)pcw ist
genau dann superlinear konvergent und es gilt f'(z*) = 0, wenn (2¥)ren
Newton-ihnlich beziiglich f ist.“

®Eine Folge (2*)grew heifit nichttrivial ;< Vk € IN : P! £ o
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o Ist die Iterationsfolge (x*)rew von der Gestalt zFT1 = 2F — d*, wobei
d* € R, fiir alle k € N, dann ist Gleichung (4.9) dquivalent zu

1F (%) = " (@*)d"|| = o([|d"])). (4.10)

e Das Newton-Verfahren ist offensichtlich Newton-dhnlich. Im Ubrigen ge-
nigt es, in jedem Iterationschritt die Newton-Gleichung gemdfs Gleichung
(4.10) mit einer erforderlichen Genauigkeit nur niherungsweise zu lésen.

Korollar 4.2.4. Seien (z¥)rew eine konvergente nichttriviale Folge in R™ mit
Grenzwert * € R™, f"(x*) regulir und (Hy)rew C R™*™ eine Folge invertier-
barer Matrizen. Ferner gelte fiir alle k € IN

gt = gk — (4.11)

wobei d¥ € R™ Lisung von
Hpd® = f'(2%) (4.12)

15t.
Dann sind dquivalent:

(i) z* PR x* superlinear und f'(x*) = 0.
—00

(i) || (f"(z*) = Hi) d*|| = o([|d"])).
(iti) || (f"(2*) — Hy) d*|| = o(||d"|]).

Beweis. Setzt man den Ausdruck fiir den Gradienten f'(z¥) aus Gleichung
(4.12) in die entsprechenden Aussagen des Satzes 4.2.1 ein, so ergibt sich gerade
die Behauptung. [ |

Bemerkung 4.2.5. Die Bedingung (iii) aus Korollar 4.2.4 ist erfillt, wenn die
Folge der Matrizen (Hy)rew gegen die Hesse-Matriz f"(x*) konvergiert. Dies
ist insbesondere beim Newton-Verfahren der Fall.

Allerdings erlaubt die Bedingung (iii) wesentlich allgemeinere Folgen von Matri-
zen (Hy)gen. Lediglich die Auswertung von Hy, und f"(z*) bzw. f"(x*) auf die
Richtung d* muss in etwa gleich sein. Die Folge (Hy,)rew muss also keineswegs
gegen die Hesse-Matriz in ¥ konvergieren.

Abschlielend wird der Charakterisierungssatz der quadratischen Konvergenz
angegeben.

Satz 4.2.6 (Charakterisierung der quadratischen Konvergenz bei Optimie-
rungsaufgaben). Seien (z¥)ren eine konvergente nichttriviale Folge in R™ mit
Grenzwert z* € R"™, f"(x*) regulir und f" lokal Lipschitz-stetig. Dann sind
dquivalent:

(i) z* = x* quadratisch und f'(z*) = 0.

(ii) If'(*) + f"(@®) (@ = 2h)]| = O([la*+ — 2F)?).
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fii) (%) + £(a") @+ = b)) = O(e*+ - a|2).
Beweis. [9, Satz 7.10, Seiten 63 f.]. [ ]

Bemerkung 4.2.7. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.2.6. Dann sind
dquivalent:

(i) Die nichttriviale Folge (x*)rew aus Korollar 4.2.4 konvergiert quadratisch
gegen x* und es gilt f'(x*) = 0.

(ii) || (f" (%) — Hy) d*|| = O([|d"|*).
(iti) || (f"(z*) — Hy) d*|| = O(||d"*|]*).

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 4.2.6 (in Analogie zu Korollar 4.2.4).
[

4.3 Allgemeine Theorie der Abstiegsverfahren

Im vorigen Abschnitt hat sich das Newton-Verfahren als ein schnelles, aber nur
lokal konvergentes Verfahren erwiesen. Bei schlechten Startwerten und stark
nichtlinearen Funktionen, wenn also die quadratische Nédherung g von Glei-
chung (4.2) keine gute Approximation von f ist, dann divergieren auch Newton-
dhnliche Verfahren. Dies duflert sich hiufig in einem kontinuierlichen Anwach-
sen von ||z¥|| und f(z*) im Laufe der Iteration und kann bis zum Abbruch des
Programms fithren, falls keine zusétzlichen Mafinahmen getroffen werden.

Fiir die in diesem Abschnitt vorgestellte Klasse von Verfahren kann man die
globale Konvergenz nachweisen. Wird das Newton-Verfahren entsprechend mo-
difiziert, so gehort diese umgewandelte Variante des Newton-Verfahrens in die
eben angesprochene Klasse und es konvergiert somit global gegen ein gesuch-
tes Minimum. Uberdies geht die Modifikation in der Néhe der Losung in das
eigentliche Newton-Verfahren iiber.

Als Rahmen soll folgende Iterationsfolge dienen. Ausgehend von einem Start-
wert ! € R™ und k£ € IN konstruiert man rekursiv

e = 2k — ¥, (4.13)
wobei d¥ € R™ und oy, € R+ sind. Die Folge (d*)ien wird Folge der Such-
richtungen und (o )ken Folge der Schrittweiten genannt. Im Hinblick auf die
angestrebte globale Konvergenz scheint es natiirlich, das Verfahren so zu modi-
fizieren, dass

Fa™*h) < f(a) (4.14)

gilt. Ist diese Bedingung fiir alle Iterierten erfiillt, so wird das Verfahren als
Abstiegsverfahren bezeichnet. Alle renommierten und auf globale Konvergenz
ausgerichteten Minimierungsverfahren sind von diesem Typ. Gleichung (4.14)
fiihrt zu der folgenden Definition einer Abstiegsrichtung.
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Definition 4.3.1 (Abstiegsrichtung). Ein d € R™ heiffit Abstiegsrichtung von
f im Punkt x € R", falls fiir die Richtungsableitung von d im Punkte x

f(z,d) >0 (4.15)
gilt.
Bemerkung 4.3.2.

e Seid € R" eine Abstiegsrichtung von f in x € R™. Dann existiert ein
r € Ry derart, dass fir alle o € (0, 7]

flz—ad) < f(z)
gilt. Dies folgt direkt aus

0> —f(z,d) = tim L& =D = f(@)

a—0 (%

o Seien (Hy)ren eine Folge positiv definiter Matrizen, (2*)rew und (d¥)pen
wie in Gleichung (4.13), wobei

Vk e N : Hidb = f'(ab).

Dann ist d* eine Abstiegsrichtung von f in x* fir alle k € N. Denn
it dty = (fa),dt) = (), L R > 0.

o Offenbar ist d* := f'(z*) eine Abstiegsrichtung von f im Punkte x*. Die
Richtung —d* wird Richtung des griften Gefilles genannt. Denn ist v €
R"™ eine Abstiegsrichtung von f in x € R™ mit ||v]| = || f'(z)]], dann gilt:

0 < f'(z,v) = (f'(),0) < [f' @]l = {f'(2), f'(x)) = f'(=z, f'(z)).

Wie schon erwéhnt, ist es fiir eine nichtkonvexe Funktion f schwierig, ein glo-
bales Minimum zu ermitteln. Fiir solche Funktionen sollte daher die Minimie-
rungsaufgabe zur Aufgabe: ,Finde ein lokales Minimum x*“ abgeschwécht wer-
den. Ist f”(z*) verfiigbar und positiv definit, so ist z* ein lokales Minimum
von f. Um die positive Definitheit zu iiberpriifen, ist die Kenntnis der Eigen-
werte notig, daneben ist auch die Existenz der Cholesky®-Zerlegung garantiert.
Beide Methoden sind im Allgemeinen mit hohen Kosten von O(n3) verbun-
den. Wenn f”(z*) nicht positiv definit oder aus Kostengriinden die positive
Definitheit nicht zugénglich ist, kann diese Entscheidung im Allgemeinen nicht
getroffen werden. In diesem Fall sollte man das Ziel haben, eine Abstiegsfolge
zu erzeugen, welche gerade noch die Eigenschaft

lim 2% =2* mit f(z*) =0

k—o00
erfiillt. Selbst diese Forderung muss in vielen Féllen noch weiter abgeschwicht
werden.
Zum Nachweis der globalen Konvergenz sind Lemma 4.3.3 und die darauf fol-
gende Definition 4.3.4 von zentraler Bedeutung.

5 André-Louis Cholesky, franzosischer Mathematiker, * 15. Oktober, Montguyon, t 31. Au-
gust 1918 in Nordfrankreich.
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Lemma 4.3.3. Seien 0,0 € (0,1) und d € R™ eine Abstiegsrichtung von f in
x € R"™, d.h. (f'(x),d) > 0. Dann ezistiert ein | € N mit:

f@) = fla—Bd) > b (f(x),d). (4.16)

Beweis. Angenommen, fiir alle [ € IN gelte

fx) = fla—Bd) <of (f(x),d).

Dann ist auch

T — ! - X

Fiir [ — oo folgt dann:

(f'(z),d) <o (f'(z),d).
Wegen 1 — o > 0 folgt ferner:

(f'(z),d) <0.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (f'(x),d) > 0. [

Definition 4.3.4 (Gradientenihnliche Folge). Sei (z*)rew eine Folge in R™.
Eine Folge (d*)rewy € R™ heifit gradientendhnlich beziglich f und (z*)pen,
wenn fir jede gegen einen nichtstationdren Punkt von f konvergente Teilfolge
(29)jex, K C NN, Konstanten c1,c2 € R existieren, so dass

VieK : ||d] <e, (4.17)
Jjo € KVj € K»jy = co < (f'(2),d) (4.18)
gelten.

Offensichtlich ist (f'(2¥))ren gradientenihnlich beziiglich f und (z*)rew, womit
die Namensgebung gerechtfertigt ist.

Lemma 4.3.5. Seien p1,p2 € R>o, c1,c2 € Rxo, (2%)ren und (d¥)gen Folgen
in R™, welche fir alle k € N

I < el @), (4.19)
callf @) < (f(ah).d). (4.20)

VAN VAN

erfiillen. Dann ist (d¥)ew gradientendhnlich beziiglich f und (z*)ren.

Beweis. [9, Korollar 8.10, Seite 77.]. [ |

Korollar 4.3.6. Seien p1, 2 € Rso, (2%)ren, (dF)rew Folgen in R™ und
(Hy)ken eine Folge von symmetrischen und positiv definiten Matrizen im R™*",
welche fiir alle k € IN

Vu € R™ : pu[luf|® < (u, Hyw) < puojul|? (4.21)

und
Hid* = f'(z%) (4.22)

erfiillen. Dann ist (d¥)rew gradientendhnlich beziiglich f und (z*)ren.



54 4. NICHTLINEARE OPTIMIERUNGSAUFGABEN

Beweis. [9, Korollar 8.11, Seiten 77 f.] [ |

Bemerkung 4.3.7. Im Beweis von Korollar 4.3.6 wird in [9, Korollar 8.11,
Seiten 77 f.] gezeigt, dass mit py = 1 und py = 2 die Voraussetzungen von Lem-
ma 4.3.5 erfillt sind, siehe [9, Seite 78, Zeilen 6 und 9]. Dieser Umstand wird
fiir die Realisierung von Algorithmus 4.4.1 von Bedeutung sein, denn hierbei
erhdlt man folgenden Spezialfall:

(f'(a*), d¥)

Vg = 7 >0 € Ry (4.23)

[pgcaliiril g
fiir alle k € IN. Die Bedingung (4.23) wird Winkelbedingung genannt, da
gleich dem Cosinus des von d* und f'(z*) eingeschlossenen Winkels ist.

Mit Hilfe von Korollar 4.3.6 kann man gradientenéhnliche Folgen erzeugen, so
entsteht z.B. fiir H;, := Id das Gradientenverfahren. Daneben wird mit Hilfe
von Lemma 4.3.5 die Gradientendhnlichkeit iiberpriift.

Algorithmus 4.3.1 Gradientenihnliches Verfahren
1: Wihle ! € R™, € € Rxq, 0,3 € (0,1) und setzte k := 1.
2: while || f'(z*)| > ¢ do
3:  Berechne d¥ € R™ mit < f! (;rk),dk> > 0, so dass d* gradientenihnlich
beziiglich f und z* ist.
4:  Bestimme oy, ;= max{f' : | € N>q} mit

g = max {51  f(ab) — f(z* — B > o <f’(a:k),dk>}. (4.24)

lE]NZO

5 Setze xFt! = 2% — apd¥ und k — k + 1.
6: end while

Bemerkung 4.3.8. Sei o € (0,1). Die durch

a, = max {§: f(*) = flak = §'d") = o8 (f(ah), d") |
lElNzo

fiir alle k € IN bestimmte Schrittweite wird mittels Armijo-Regel berechnete

Schrittweite genannt, siehe [1]. Die Armijo-Regel ist wegen Lemma 4.3.3 wohl-

definiert.

Satz 4.3.9. Seien (2F)ren, (d)ren und (ap)pew mittels Algorithmus 4.3.1
erzeugt. Dann ist jeder Hiufungspunkt x* € R™ von (z¥)yen ein stationdrer
Punkt von f.

Beweis. Ahnlich zu [9, Satz 8.9, Seiten 76 f.]. Angenommen, es existiere ein
Hiufungspunkt 2* € R™ von (z¥)gew mit f/(z*) # 0. Ferner sei (27)jcx eine
gegen z* konvergente Teilfolge von (2*)rew. Da (f(2¥))rew monoton fillt und
die Teilfolge (f(27))jer, K C IN, gegen f(z*) konvergiert, ist bereits die gesamte
Folge (f(2%))rew gegen f(x*) konvergent. Daher ist

f@*) = fa") ——o.

k—o0
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Mit Gleichung (4.24) folgt somit

ak < ("), dk> S (4.25)

k—o00

>0

Da (d*)en nach Voraussetzung gradientendhnlich beziiglich f und (2%)gc ist,
existieren Konstanten cj,co € R~ mit

VieK : |d|<ea, (4.26)
Jjo € K :Vj € Ksjy + o < (f'(a)),d). (4.27)

Aus (4.25) und (4.27) folgt unmittelbar a; —— 0. Weiter folgt dann aus (4.24)

J]—00

f@?) = f(2? = gl V@) < opli=b (f/(ad),d’)

fiir alle hinreichend grofien j € K (wobei a; = 8%). Hieraus erhilt man

f(ad) — fla? - V)

561 < a<f'(;1:j),dj>.

Wegen (4.26) konvergiert (d’);cx ggf. nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge
gegen ein d* € R™. Da (ﬂ(lﬂ'_l))jeK eine Nullfolge ist, folgt fiir j — oo

(1—0)(f'(z"),d*) <O0.

Widerspruch, denn 1 — o > 0 und (f’(z*),d*) > ¢3 > 0. [

Algorithmus 4.3.2 Globalisiertes Newton-ahnliches Verfahren
1: Wihle 21 € R, £ € Rx, 3 € (0,1), o € (0, %) ¢ € Rsg, p € R und setze
k:=1.
2: while || f'(2%)| > ¢ do
3:  Wihle ein 1 € R>o und bestimme d* € R™ mit

17/ (") = £ (@) || < el £ ().

Ist dies nicht moglich oder ist die Bedingung
el £ @ < (f ("), d")

nicht erfiillt, so setze d* := f'(z*).
4:  DBestimme

Qp += max {ﬂl : f(aF) = f(aF = gldF) > o <f’(xk),dk>} .

>0

5 Setze xFt1 = 2% — apd¥ und k — k + 1.
6: end while
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Wie eingangs erwéhnt, wird nun ein schnelles und global konvergentes Verfah-
ren vorgestellt, wobei fiir die schnelle Konvergenz Lemma 4.3.10 von Bedeutung
ist. Fiir nichtkonvexe Funktionen f (bzw. konvexe Funktionen, fiir die f” nicht
in allen Punkten positiv definit ist), wird durch d* = (f”(:rk))_l f!(x*) nicht
unbedingt eine Abstiegsrichtung erklart. Die einfachste Wahl einer Ersatzab-
stiegsrichtung ist die Gradientenrichtung. Die Konvergenz fiir das daraus resul-
tierende Verfahren kann dann erzwungen werden. Ist die Iterationsfolge gegen
eine regulédre lokale Minimall6sung x* konvergent, so wird man es lokal um z*
mit einer stark konvexen Funktion zu tun haben und das in Algorithmus 4.3.2
vorliegende Verfahren geht in das eigentliche Newton-&hnliche Verfahren iiber.

Lemma 4.3.10. Seien x* € R™ ein stationdrer Punkt von f, f"(z*) positiv de-
finit, (x*)ren eine gegen x* konvergente Folge und (d¥)ren eine Folge Newton-
dhnlicher Richtungen. Dann existiert ein ko € IN, so dass fiir alle k € N>y, und
jedes o € (0, 3)

F@) = fa* = d) < o {f(ah), ") (4.28)
gilt. D.h., unter den gegebenen Voraussetzungen wird fir x*t! = 2% — oy, d® die

volle Schrittweite (ap = 1) nach endlich vielen Schritten akzeptiert, wobei die
Folge (x¥)pew wie in Gleichung (4.13) definiert ist.

Beweis. |9, Satz 10.6, Seiten 114 ff.]. [ ]

Satz 4.3.11. Sei (z¥)pew eine durch Algorithmus 4.3.2 erzeugte Folge mit

U — 0. Ist z* ein Hiufungspunkt von (x¥)pew mit f"(x*) positiv definit,
—00

so gelten die folgenden Aussagen:

e Die gesamte Folge (z¥)rew konvergiert gegen x* und x* ist ein striktes
lokales Minimum von f.

e Nach endlich vielen Schritten wird die Newton-dhnliche Richtung und die
volle Schrittweite, o, = 1, akzeptiert.

e Die Folge (z¥)rew konvergiert superlinear gegen x*.

o Ist f"(x*) lokal Lipschitz-stetig und n, = O(||f'(x*)|)), so konvergiert die
Folge (2*)rew quadratisch gegen x*.

Beweis. [9, Satz 10.8, Seiten 117 f.]. [ ]

4.4 Verfahren mit parameterabhingiger Abstiegs-
richtung zur Minimierung nichtkonvexer Funk-
tionen

Alle vorgestellten Verfahren fiigen sich in das allgemeine Schema eines Abstiegs-
verfahrens mit Schrittweitenstrategie ein, d.h. ausgehend von einem gegebenen
Iterationspunkt z¥ € R™ (k € IN) bestimmt man zunsichst eine Abstiegsrichtung



4.4. VERFAHREN MIT PARAMETERABHANGIGER RICHTUNG o7

d* € R" von f in 2* und anschliefend wird auf dem Strahl {z* —ad® : a € R},
der durch x* und d* festgelegt ist, ein Nachfolger 2%+ mit gegeniiber f(z*)
geniigend verkleinertem Funktionswert bestimmt. Die Suchrichtung d* ergab
sich dabei als Losung der unrestringierten quadratischen Optimierungsaufgabe

min gi(d), (4.29)
wobei 1
ar(d) = F(@*) + (F'(@"),d) + 5 (Hid.d) (4.30)

eine quadratische Approximation von f an der Stelle z* mit einer symmetri-
schen und moglichst positiv definiten Matrix Hj darstellt. Hierbei ist Hp =
f"(x%) beim Newton-Verfahren, Hy, ~ f”(x*) im Sinne von Definition 4.2.2 bei
Newton-dhnlichen Verfahren und Hy = Id beim Gradientenverfahren. Nun wird
die quadratische Approximation ¢ die nichtlineare Funktion im Allgemeinen
nur lokal gut annihern. Dennoch wird als Suchrichtung d* genommen und im
Ubrigen noch eine Liniensuche nachgeschaltet. Eine Erweiterung dieses Prinzips
besteht darin, den Nachfolger 2*! auf einer nicht notwendig geradlinig verlau-
fenden Raumkurve zu suchen. Hierbei wird die Berechnung der Abstiegsrichtung
direkt an die Schrittweite gekoppelt; eine anschliefende Schrittweitenberech-
nung ist dann entbehrlich. Verfahren dieser Art sind besonders fiir den nicht-
konvexen Fall geeignet, siche [8, Seiten 257 ff.] oder [37, Seiten 247 ff.]. Aber die
Kopplung der Schrittweite an das Berechnen der Abstiegsrichtung besitzt einen
evidenten Nachteil, denn nach der Berechnung des Nachfolgers 2*T! muss die-
ser bewertet werden. Ist der Nachfolger nicht zuléssig, so wird er verworfen und
ein neues lineares Gleichungssystem geltst, was hohe numerische Berechnungs-
kosten verursacht, siehe dazu ,Inexaktes Trust-Region-Newton-Verfahren*, [8,
Algorithmus 14.37, Seiten 304 f.], in den Zeilen (S.3) und (S.4) sowie ,, Regula-
risiertes Verfahren vom Newton-Typ“, [37, Verfahren 8.2.1, Seiten 248 f.], im 4.
und 6. Schritt. Dieser Nachteil kann in mancher Hinsicht behoben werden.

Lemma 4.4.1. Seiena € R, 0#£be R", z € R", A, B € R™" positiv definit
und symmetrisch und

d»—>q(d)::a+(b,d—a:>+%(B(d—x),d—@ (4.31)

fir alle d € R™. Dann ist fir jedes r € (0,||B7'b||a) die eindeutige Mini-

mallésung d* von q auf der abgeschlossenen Kugel K o(xz,r) = {d € R" :
|d — z||a < r} von der Gestalt

d*=x—-NA+B) ', (4.32)

wobei A € Rsq als Funktion von r eindeutig durch die nichtlineare eindimen-
sionale Gleichung

p(A) = A+ B) T (@) a =7 (4.33)

bestimmdt ist.
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Beweis. Seien A € R, 7 € (0,][B7'b|[4) und d € R". Die Nebenbedingung
|d — z||% < r? liefert die folgende Lagrange’-Funktion:

La(@) = a(d) + 32 (Jd = 2]y = ).

L) ist konvex, denn A > 0 und B ist positiv definit. Damit ist d* genau dann
eine Minimall6sung von L) auf R", wenn

0= L\(d") = ¢ (d*) + NA(d* —z) = b+ B(d* — z) + NA(d* — x)
bzw.
d"=2z—-MNA+B)'b
gilt.
Da ¢(\) — |B~'b]| 4 und mit der Substitution A = 1=% wobei a € (0,1),
©(A) = 0 folgt, besitzt die Gleichung (4.33) eine Losung in R~g. Zu zeigen
bleibt die Eindeutigkeit. Es gilt:

¥ (A) [(AA+ B)~'ol%
— JA"2(\Id+ A"2BA"2) LA 2p|}
= [|A"2(\Id + B) Dl

|(ALd + B)~"b||?,

wobei B := A"2BA~3 und b := A~3b gesetzt wurde. Offenbar ist B symme-
trisch und wegen [15, Bemerkung 2.10.7, Seite 53] hat B nur positive Eigenwerte.
Damit ist B insgesamt positiv definit. Demnach existieren U € R™*" (orthogo-
nal, d.h. U'U = UU* = 1d) und D € R™" (diagonal), so dass B = UDU" und
D nur positive Diagonaleintréige d; € R fiir alle ¢ € IN<p, hat. Ferner gilt mit
b:=U'b:

©’(\) = ||[UId+ D) Uth|?
= | (\Id+ D) p)?
= Z()\—Fdz)_Zi)?

i=1

Daraus folgt

@' = -2 3 (A +d;) 307

< 0,

denn b = 0. Damit ist ¢ eine streng monoton fallende Funktion, also injektiv.
|

"Joseph Louis Lagrange, italienischer Mathematiker und Astronom, % 25. Januar 1736 in
Turin,  10. April 1813 in Paris.
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Die nun folgende Herangehensweise stellt eine leichte Abwandlung des ,,Ver-
fahrens N3“, [24, Seite 140], und des ,,Modifizierten regularisierten Verfahrens
vom Newton-Typ“, [37, Verfahren 8.2.6, Seite 251], dar. Wenn auch die we-
sentlichen Ideen identisch sind, fithrt dieses modifizierte Verfahren zu besseren
Konvergenzergebnissen und ist speziell auf das im Zentrum dieser Arbeit ste-
hende Minimierungsproblem zugeschnitten.

Seien im Folgenden c1,co € Rsg und (Ag)ren eine Folge von symmetrischen
und positiv definiten Matrizen im R™*", welche fiir alle k¥ € IN folgende Bedin-
gungen erfiillen:

e Fiir alle u € R gilt:
crl|ul® < Jlull%, < ealfull?, (4.34)

wobei
||u|]124]c = (Agu, u) (4.35)

ist.
e Lineare Gleichungen mit Ay sind leicht aufzulésen.

In der Praxis werden geeignete positiv definite Anteile von f”(2*) zur Generie-
rung der Ay benutzt.

Bemerkung 4.4.2. Bei den alternativen Verfahren von [8, Seiten 257 ff.], [24,
Seiten 138 ff.] oder [37, Seiten 247 ff.] ist Ay, = Id fiir alle k € IN gewdbhlt.

Ausgangspunkt der nachfolgenden Betrachtung ist eine symmetrische Approxi-
mation Hy, von f”(2*), k € IN, welche zunéchst als positiv definit vorausgesetzt
wird. Mit deren Hilfe bildet man das quadratische Approximationspolynom g
aus Gleichung (4.30) an der Stelle 2. Bei vorgegebenem r € Rsg bestimmt
man nun z**1(r) als Losung der Aufgabe

qk(xkﬂ(r)) = min{qx(x) : |z — iL'k”Ak <r}, (4.36)

d.h. zFF1(r) ist Minimum von g, auf einer abgeschlossenen Kugel um x* mit
dem Radius r. Angesichts der Einschrinkung auf einen gewissen Vertrauens-
bereich werden Methoden dieses Typs auch Trust-Region-Verfahren genannt,
siehe z.B. [8, Seiten 255 ff.].

Zu jedem r existiert genau eine Losung z*+1(r) von (4.36), denn fiir r > 7y :=
|H ' (2F)]| 4y, ist 2FF1(r) = 2% — H ' f/(2%). Diese Tatsache folgt aus Glei-
chung (4.6) und ||z*+1(r) — 2¥||4, = HHk_lf’(xk)HAk =1, <r. Firr e (0,7g)
ist z¥*1(r) von der Gestalt

M) = 2F — (VAR + Hy) 7L (2), (4.37)

wobei A € Ry als Funktion von r eindeutig durch die nichtlineare eindimen-
sionale Gleichung

() := (Mg + H) "L/ (2F)||a, =7
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bestimmyt ist, denn es gilt das Lemma 4.4.1. Mit der Substitution a = (1 —X)/A
lasst sich der A-Bereich (0,00) in das a-Intervall (0, 1) iiberfithren. Damit geht
Gleichung (4.37) in
() = 2F — ad¥(a) (4.38)
mit
dF(a) = (1 — @) Ag + oHy) ™ f/(2F) (4.39)

iiber. Die hier vorkommende Matrix
Ci(a) == (1 — a)Ax + aHy, (4.40)

ist im Fall der positiven Definitheit von Hj, fiir alle a € [0, 1] positiv definit,
so dass d*(a) gebildet werden kann und eine Abstiegsrichtung ist. Fiir o = 1
ergibt sich die approximierte Newton-Richtung d*(1) = H & L (2%), dagegen
erhélt man fiir « = 0 die Richtung d*(0) = A, f’(2*). In diesem Sinne ist die
Richtung d*(a) eine Kombination von diesen beiden Basisrichtungen, welche
durch den nichtlinear auftretenden Parameter o gesteuert wird.

Falls Hj, nicht positiv definit ist, so wird Ci(«) fiir bestimmte Werte von o €
[0,1] singuldir, womit dann d*(a) nicht definiert ist. Daneben braucht d*(a)
auch fiir regulires Ci(«) keine gradientenidhnliche Abstiegsrichtung mehr sein.
Fiir geniigend kleines o kann dies allerdings nicht eintreten, denn wegen der
regularisierenden Wirkung von (1 — a) Ay, ist dann Cy(«) sicher positiv definit.
Dieser Sachverhalt motiviert die folgende Strategie. Es wird zunéchst versucht,
mit ag = 1 bzw. geniigend grofien aj-Werten ein positiv definites Cy(ay) und
zugehoriges 21 (ay) mit hinreichend gutem Abstieg zu berechnen. Ist dies
nicht moglich, so wird ay fortlaufend verkleinert, wobei d*(az) der Richtung
d®(0) immer niher kommt. Eine mogliche Realisierung dieses Prinzips stellt
der Algorithmus ,,Regularisiertes Verfahren vom Newton-Typ*, [37, Verfahren
8.2.1, Seiten 248 f.] dar, wobei Ay = Id fiir alle k& € IN ist. Wie eingangs
erwdhnt, hat diese Vorgehensweise den Nachteil, dass beim Zuriickweisen der
Abstiegsrichtung ein neues Gleichungssystem gelost werden muss. Dieses Manko
kann teilweise abgebaut werden, wenn zunichst ein «j; mit positiv definitem
Cr(ay) bestimmt und ein Nachfolger in der Form z*+! := 2% — a;d*(ay) mit
ar # ap gesucht wird. Dies fithrt zu dem nachstehenden Algorithmus 4.4.1,
Seite 61.

Satz 4.4.3. Sei (2F)pew eine durch Algorithmus 4.4.1 erzeugte Folge, wobei
| Hy— f" (%)) — 0 gilt. Dann ist jeder Haufungspunkt z* € R™ von (z%)en
—00

ein stationdrer Punkt von f. Ist ferner x* € R™ ein Haufungspunkt von (z*)pen
mit f"(x*) positiv definit, so konvergiert die gesamte Folge (2*)rew gegen x*
und x* ist ein striktes lokales Minimum von f. Daneben wird nach endlich vielen
Schritten die Newton-dhnliche Richtung angenommen und fir die Schrittweite
gilt a, = ay, = 1. Die Folge (z¥)rew konvergiert dann superlinear gegen x*. Ist
ferner f(x*) lokal Lipschitz-stetig, so konvergiert die Folge (2*)rew quadratisch
gegen T*.

Beweis. Aus Cy(ax) — Ay folgt mit Korollar 4.3.6 und Bemerkung 4.3.7
ap—
die Realisierbarkeit von Algorithmus 4.4.1. Auflerdem folgt dann mit Satz 4.3.9,
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dass jeder Haufungspunkt z* € R™ von (z¥)ycn ein stationirer Punkt von f
ist, denn (d*)en ist gradientensihnlich beziiglich f und (2*)rew. Der Rest der
Behauptung folgt analog zu [9, Satz 10.8, Seiten 117 f.].

Algorithmus 4.4.1 Globalisiertes Verfahren mit parameterabhingiger Such-
richtung

1: Wihle 2! € R™, v, € (0,1), € € Rxg, o € (0, %) 0 € Rso, p € R>9, setze

k:=1und o := 1.

2: while || f'(z¥)|| > ¢ do

3:
4:

6:

- : A —1
Qp = mm{—,y ,1 5.
Bestimme d* € R™ mit
Cr(o)d® = f'(aF),
wobei
Crlar) == (1 — ag) Ay, + oy Hy,

gesetzt ist.
Ist dies nicht moglich oder ist die Bedingung

(f'(z*), d*)
L/ (@*) Il a* |

nicht erfiillt, so setze «y := yai und gehe zu 4.
Bestimme

> min{J, ||fl($k)‘|2}

ar = max {4 f(aF) = f@@F = BdF) = of' (f(ah),d") ).

IGINZO

Setze 2F*! := 2F — apd* und k — k + 1.

7: end while

(4.41)

(4.42)
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5 Losung der
Approximationsaufgabe

Im gesamten Kapitel seien d € IN>3, § = ®Z:1 R’* und t, € N fiir alle
it € IN<g4. Dariiber hinaus wird die Vereinbarung getroffen, dass die Bezeich-
nungen und Definitionen von Kapitel 3 gelten, insbesondere sind die Notation
der Zielfunktion f und deren Anteile (f1, g1 und g2) sowie des Gradienten und
der Hesse-Matrix als auch deren Teilglieder mit eingeschlossen, siehe Seiten 37
ff.

Im Anschluss wird die Losung der Approximationsaufgaben 3.1.1 und 3.1.2
beschrieben, wobei zuerst die Aufgabe 3.1.1 diskutiert wird. Aus diesem Grund
seien R € IN und zunéchst r € N fest gewahlt. Algorithmus 4.4.1, Seite 61,
wird auf die Zielfunktion f aus Gleichung (3.15), Seite 40, und eine gegebene
Elementartensor-Summe, bezeichnet mit

R d
o= Z®0zw € Sr, (5.1)

=1 p=1
——

oG i=

angewendet. Die Folgenglieder der hierdurch erzeugten Folge

(" )ren C T, (5.2)

von Elementartensor-Summen mit beschriankten Summanden werden im Fol-
genden mit

r d
=2 Q8 (5:3)
j=1p=1
——
gh:=
bezeichnet, wobei k € IN immer der Iterationsindex des Algorithmus 4.4.1 ist.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass

ol =1 (5.4)

gilt, andernfalls normiert man « und multipliziert im Anschluss des Verfahrens
den Grenzwert von (£¥)gew mit der Norm von «. Mit dieser Rechtfertigung
werden die Konstanten der Zielfunktion, z.B. W, bei der nachstehenden Un-
tersuchung nicht weiter beriicksichtigt. Ferner kann man annehmen, dass die

63
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Nebenbedingung (3.7), Seite 38, fiir jedes £ erfiillt ist, denn ein nachtréigliches
Reskalieren éndert die Funktionswerte von f; und g2 nicht, d.h. es gilt

Vj € NeyVu € Neg¥v € Neg \ {n} = [1€,11 = 11€¥5, 1, (5.5)

fiir alle kK € IN.

5.1 Festlegung der Blockstruktur

Entsprechend Abschnitt 3.3 bzw. Abschnitt 3.4 hat der Gradient bzw. die Hesse-
Matrix der Zielfunktion f eine Blockstruktur, welche durch die Komponenten
von f'(€%) bzw. den Segmenten von f”(£*) vorgegeben ist. Daneben kann man
die Blockstufung iiber pu; € N<g4 bzw. j; € IN<, umkehren, siche zur Anschau-
ung Abbildung 5.1.

Daraus resultieren zwei unterschiedliche Blockstufungen, welche natiirlich aus

511 511

: n=1 : pr =1
§14d &1
& = : &2 = 3
&1 §1d

: n=r : p=d
&rd &rd

(a) & € X'y <XZ:1Rtu> . (b) &2 € X_y (Xj_ R%).

Abbildung 5.1: Darstellung der zwei unterschiedlichen Blockstrukturen, zum
einen beziiglich dir lexikographischen Anordnung von (ji, 1), siehe (a), und
zum anderen beziiglich (p1, j1), siehe (b).

theoretischer Sicht &quivalent sind. Bei der praktischen Umsetzung werden
BLAS- und LAPACK-Routinen verwendet, daher weist die nun folgende An-
ordnung den Vorteil einer beziiglich Speicherverwendung konformen Darstellung
auf, so dass beim Aufruf der oben genannten Routinen kein zusétzlicher Spei-
cher verwendet wird. Dariiber hinaus entfallen unnétige Kopieroperationen.

Notation 5.1.1 (Blockstruktur). Seien Rg,; = XZ:I (X§:1 R') wie in No-
tation 3.2.1, Seite 38, p1,p2 € N<g und ji,j2 € N<,. Ein x := (l‘j# € Ri» .
€ Neg,j € N<,) € Ry, wird beziiglich (p1,j1) lexikographisch angeordnet,
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d.h.
z11
: pr =1
Zr1
T1p W
T = : p1 = p (5.6)
Try
T1d
: pr=d
Tyd
Natiirlich kann man wegen der Isometrie von Ry .y und R |t| := zzzl ty,

x auch eindeutig mit einem Element aus R identifizieren; man setzt dann

d r
=Y Do Y e, (5.7)

pn=1 7j=1

oder schreibt kiirzer
d r
T = ZZeu®ej®xju,
p=1j=1

wobei {e,(ld) eRY:pe ]Ngd} bzw. {egr) eR":j5¢ ]Ngr} die kanonischen Ba-
sen von R% bzw. R” sind.
Daneben sei z,, € R*" fiir alle p € N<q wie folgt definiert:

Ty = (T1ps Topy - o Tppy)- (5.8)

Fiir h € {f, f1, g1, g2} ist B (€) eine lineare Abbildung von Rart nach Ry . Es
wird vereinbart, dass die Segmente von h”(é) derart angeordnet werden, dass die
durch Gleichung (5.7) definierte Ordnung erhalten bleibt, d.h., sind Hy, pj,j, :=
W'(E) yrpninga die Segmente von B (E), dann ist die Hesse-Matriz von h an der
Stelle f wie folgt angeordnet:

Hiin ... Hiy Hiygin ... Higir
Hlllr cee Hllrr Hldl'r e Hldrr
"o E . . .
(&) = : - :
Hpnno o.. Hagr Hyqi1 ... Hgair
Hdllr cee Hdlrr Hddlr cee Hddr?“

T
_ 2 : 2: (r) .
- Emm ® Ejm'z ® Hmuzjljz )
H1,p2=1 J1,j2=1
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hierbei sind {Eff?w € R g, g € Ny} bruw. {]E;BQ € R™" : j1,j2 € N}

die kanonische Basen von R bzw. R™ 7. Ist dies aus dem Zusammenhang
klar, dann verwendet man kiirzer

d r
"eéE
h(&) = § Z By @ By @ Hypy oo
H1,p2=1 j1,j2=1

5.2 Analyse ausgewihlter Teile der Hesse-Matrix

Bei der numerischen Losung der Minimierungsaufgabe 3.1.1 hat die Matrix
A(€F) aus Gleichung (3.30), Seite 44, eine besondere Bedeutung, daher werden
im Anschluss charakterisierende Eigenschaften der Matrix A(£*) vorgestellt.

Bemerkung 5.2.1. Seien £ = 22:1 & = Z§:1 ®Z:1 &ip € S<r, J1,J2 € N<,y
und pi1, 12 € N<gq. Gemdfy Lemma 3.4.3, Seite 44, sind die Segmente der Matrix

A(E) durch

A~

Alh,uzjljz (5) = 5M1M2 <€j1’§j2>m Ithﬂl

gegeben. Ordnet man diese Segmente gemdfS Notation 5.1.1 an, dann erhdlt man
folgende Blockmatrix:

d
A@) =) E,® G, ®Idgs,, (5.9)
pn=1

wobei die Bintrige von B, € R und G,, € R™*" wie folgt definiert sind:

(Epppe = Ouipusps
(Gulije = (&1:&0),-

Lemma 5.2.2. Seien ¢ € Rsq und (£¥)rew C S¢ die Folge von Elementartensor-
Summen mit beschrinkten Summanden aus Gleichung (5.2). Ferner sei zur
Abkiirzung Ay = A(EF) fiir alle k € N gesetzt. Dann gilt:

(i) Fiir alle k € IN ist Ay, symmetrisch und positiv definit, mithin reguldr.

(i1) Fir alle k € N gilt
—1
A=Y B, [ij‘?)} ® Idgey, (5.10)

wobes fir 71, j2 € N<,

(Gflk))jmé = <£Jkl ) €f2 >M

gesetzt ist.
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(111) Es existiert ein M € Rxo, so dass fir alle uw € Ry, und alle k € IN die
Ungleichung

<u,Aku> < M |Jul)? (5.11)
erfillt ist.

Beweis.
(i) Sei k € IN. Dann ist Ay symmetrisch, denn

d
i - S Eee oy,
pn=1

d
= D B2 GY @ldgy
pn=1
= A
Fiir alle p € IN<g ist Gﬂc) eine Gramsche! Matrix und wegen Lemma 1.4.15,

Seite 22, positiv definit, denn &* € Sy Damit ist auch Ay, positiv definit, denn

Ay, ist eine Blockdiagonalmatrix, deren Diagonalblocke G&k) ® IdRL positiv de-

finit sind.

(ii) Seien k € IN und

d
A=Y B, @ (Gl '@ Tdg,
pn=1

gesetzt. Es gilt
N~ d -1
Ay - A, = ZE# ® (ch) . [Gf]ﬂ ) ® Idge,
pn=1

d
= Z E, ® Idg- ® Idgs,
pn=1
= Idgny.

Ebenso gilt .
Ap - A = Idgrpy .

(iii) Setze M := re2T € Rso. Fiir alle kK € N und v € Rg,; gilt folgende
Kette von Abschitzungen:

(u, ) < Ayl
< G® o 1d 2
< Mrenﬂgl;\\ ) @ Idge | [|ull
<

Gk 2
i 1G

< Amax (G 2,
< Mrenﬂgtzdl (G ]

!Jgrgen Pedersen Gram, dénischer Mathematiker, % 27. Juni 1850, T 29. April 1916.



68 5. LOSUNG DER APPROXIMATIONSAUFGABE

Wegen Gleichung (5.3) und &~ € S¢ ist
d—1
€5l < ¢

fiir alle j € N<,. Der Satz von Gerschgorin? impliziert

Pmax(GP)] € J{r € R [I€FIE = A < 7y),

j=1
wobei
k ¢k

o= ) <5j’5j'>u'

J'eEN<\{j}
< > € alg

J'eN<\{7}

9d=1

< (r=1)c" 4

ist, woraus dann
d—1

Mmax(GP)| < @ =M

folgt. Insgesamt erhélt man

(u, Ay < MJull®.

5.3 Analyse und Komplexitit eines Minimierungs-
schrittes

Im Folgenden wird ein Minimierungsschritt beschrieben und dessen Komple-
xitdt untersucht. Begonnen wird mit dem Aufstellen des Gleichungssystems, im
Anschluss daran steht die Berechnung der Abstiegsrichtung und der Schrittwei-
te im Mittelpunkt der Analyse.

5.3.1 Datenvorbereitung

Notwendig fiir die Berechnung der Abstiegsrichtung ist die Bereitstellung des
Gleichungssystems (4.41), Seite 61, dazu muss der Gradient von f an der Stelle
&k berechnet werden, auierdem werden fiir die Systemmatrix C, (o) Segmente
der Hesse-Matrix f”(€¥) bendtigt, siehe dazu Abschnitt 5.3.2.1.

2Semjon Aranowitsch Gerschgorin, russischer Mathematiker, * 24. August 1901, Pruzhany,
1 30. Mai 1933, Weifirussland.
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5.3.1.1 Priprozess zur Reduktion der Komplexitéit

Zur Berechnung des Gradienten und der Hesse-Matrix von f im aktuellen Ite-
rationspunkt £¥ miissen laut Abschnitt 3.3 bzw. Abschnitt 3.4 die in Notation
3.3.2 bzw. Notation 3.4.2 definierten Skalarprodukte mit Auslassung ausgewer-
tet werden. Diese Terme waren fiir alle j1,j2 € N<,, p1,u2 € N<g und alle
i € N<p wie folgt definiert:

<£§;1’£;€ >u1 = H <£§€1M’£§2u>’

peEN<g\{p1}

<£JI~?1’O‘¢>H1 = H <£§€1M’ai/‘>

peEN<g\{p1}
bzw.

<§J]'€1’ sz> Lo = H <§§€1N’§;’€2N>’

uEN<g\{p1,12}

o, = T (),

uEN<g\{p1,12}

Offenbar werden hierbei die Skalarprodukte

(&huth) bow. (€ ain) (5.12)

mehrfach benotigt, daher werden diese zuvor berechnet und abgespeichert. In
Folge dessen sind redundante Berechnungen iiberfliissig und der zusétzliche
Speicherbedarf,

1
d-(ﬁ) bzw. d-R-r, (5.13)

ist von moderater Grofle, wobei im ersten Fall die Symmetrie des Skalarpro-
duktes ausgenutzt wurde. Der Rechenaufwand fiir ein Skalarprodukt betragt
2-t, — 1 Operationen, so dass man insgesamt

d d
1
(r; )-Z(Ztu—l) bzw. R-r-Y (2t —1) (5.14)
p=1 p=1
Rechenoperationen benétigt. Damit ¢* die Bedingung (5.5), d.h.
Vj € Ne,Wp € NegW¥v € Neg \ {n} : [1€%5,,01 = 11€° | = {/11€5 11,
erfiillt, sind die Reprisentantenvektoren von &¥ zuvor zu skalieren. Hierfiir wer-

den
T Zt“

p=1
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Operationen verbucht. Zusétzlich werden fiir die Berechnung der Skalierungs-
faktoren

d
re 2> tutd—1
p=1

Rechenoperationen in Anspruch genommen, so dass man insgesamt eine Kom-
plexitat von

d
r- SZtu—kd—l
pn=1

erhalt.

5.3.1.2 Berechnung des Gradienten und der System-Matrix

In der anschliefenden Komplexititsanalyse kann man unter anderem wegen
Abschnitt 5.3.1.1 die Vereinbarung treffen, dass die Skalarprodukte aus Glei-
chung (5.12) schon vorab berechnet sind und daher nicht weiter in die Analyse
einflieBen. Wie bereits erwiahnt, gelten auch hier die in Abschnitt 3.3 bzw. 3.4
verwendeten Bezeichnungen.

Fiir die Berechnung der Abstiegsrichtung muss die Hesse-Matrix der Zielfunk-
tion f bereitgestellt werden. Geméfi Abschnitt 3.4 sind die Segmente von f” an
der Stelle & fiir alle 1, 12 € N<g und alle j1, jo € N<, wie folgt definiert:

" FkN it Fk Fk
1 p2152 (5 ) Il ppejige (é )+ )\191#1#2J1]2 (5 )+ )\292u1#2J1J2 (5 )’

wobei z. B.

1 A A A
fl H1p271J2 (ék) = W |:AM1M2j1j2 (fk) + Bu1u2j1j2 (fk) + Cm,u2j1j2 (fk)
Du1u2j1j2 (ék):| )
A pogigo (gk) = O, <§]1’£J2>#1 RY#1

t
£]2#1 ]1/12) ’

ulﬂzjm(é) = 7#1#2 <fj1>§j2

T

Vi
<

-
CM1M2j1j2(§ ) = M1u2 Jl]2 § : 517§31> §]M1(§]M2) )
R
Fk 3 k t
M1H2J1J2(€ ) = 5#1#25J1] E :<ai7§j1> Qi Xy
P p1pe

gesetzt sind. Im Folgenden ist es nicht notwendig, die Hesse-Matrix von f bzw.
Teile der Hesse-Matrix aufzustellen, denn zur Berechnung der Abstiegsrich-
tung wird ein iteratives Verfahren verwendet, welches nur die Matrix-Vektor-
Multiplikation benétigt. Daher gentigt es, die Skalarprodukte mit Auslassung,

k k k k k .
<§jla§j2> ) <§j17fj2> ) <Oéi’§j1> , 1€ Ncp,
1 pip2 B2
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zu berechnen und abzuspeichern. Hierfiir ist lediglich ein zusétzlicher Speicher-

bedarf von
d+1 r+1 TR
2 9 "

notwendig, da die Ausdriicke der Form fj’?wl (5}“1 H2)t und awlagm durch die
Eingabe bzw. Ausgabe der Tensorsumme « bzw. £ vorgegeben sind und nicht
eigens bereitgestellt werden miissen. Im Ubrigen trifft diese Betrachtung auch
in analoger Weise fiir die Segmente von ¢} und ¢4 zu, wobei einige Teile von gf
in Ubereinstimmung mit Gleichung (5.5) gleich null sind und somit nicht weiter

beriicksichtigt werden.
Lemma 5.3.1. Seien pi, 2 € N<g, j1,752 € N<, und i € N<g. Dann werden

fiir die Berechnung von < ]’?1, ;"2> , < ;?1, f2> und <ai,§f > msgesamt
o Hap2 H1p2

(oo () oma (7)o

Rechenoperationen bendtigt, wobei gemdfs Abschnitt 5.8.1.1 vorausgesetzt ist,
dass die Skalarprodukte der einzelnen Reprisentantenvektoren zuvor berechnet
worden sind.

Beweis. Seien 1, 1o € N<g, j1,j2 € N<, und ¢ € N<p. Fiir die Berechnung von

(Goeh) = I (gt

P12
veN<g\{u1, p2}

(angh) = II  (ewdh)

veN<g\{u1, p2}

bzw.

werden jeweils d — 3 Multiplikationen bendtigt, so dass unter Ausnutzung der

Symmetrie insgesamt
d r+1
(d—3) -
(o) w-o-(3)

<;l>-(d—3)-R-r

Operationen anfallen. Dies ergibt in der Summe

(o) o [(57) o]

Rechenoperationen. Ferner benutzt man fiir die Skalarprodukte mit einfacher
Auslassung folgende Gleichung:

<€§:1’§]]'§2>#1 - <§;?17§]’.“2>#w2 <§§€1M2’§J"€2H2> '

Hierfiir werden dann noch einmal

o(3)

bzw.
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Rechenoperationen benotigt. Summa summarum ergibt dies die Behauptung.

|
Lemma 5.3.2. Die Komplexitit bei der Berechnung des Gradienten von f an

der Stelle ék betragt

d
ro Y (R+7)—1) ty, +2)+d-Rer. (5.16)
=1

Beweis. Seien ji1 € N<, und pu; € N<4. Laut Abschnitt 3.3 sind die Kompo-
nenten des Gradienten von f an der Stelle £ wie folgt bestimmt:

P ) = £ )+ M1, (€5) + Xaghj, (€9),

hierbei waren f{jlﬂl (&), gijuu (%) und 9/21'1#1 (%) von folgender Gestalt:

R T
. 1
/ k _ ¢k . k ¢k k
fljlul(§ ) - ”aHQ _Z <a“§j1>ul Qg +Z <§j7€j1>,u1 éjﬂl )
1=1 7=1

d

. 1

L k 2 k 2 k
gi,jl,uzl(é. ) = W Z <||€]1/1,1” - ”%1#“ > fjl;ufl’

p=1,p7#p1

N 1
! k _ k ¢k k
9211#1(6 ) - ||a||2 <£j17§j1>u1 €j1u1.

Ferner sollte man die Ausdriicke f{jwl(ék) + X299, (%) =: fi1 (€¥) zusam-
menfassen, d.h.

~ ~ 1
fj1u1 (gk) = ||2 [— Z <Ozi, Eﬁ>m Qjyy
1

e P
——

Faon(da) Gar Y (44 d,

J=14#5

Als Erstes sind die Skalarprodukte mit Auslassung zu berechnen, d.h.
k k ¢k
<ai,§jl>“l bZW. <£]7§]1>“1 .

Dabei fallen insgesamt
d-R-r

Rechenoperationen an, denn es gilt

k k k
a; §‘> :<ai §-> <ai §; >
< 7571 1 7571 pia K25 591 2

k ¢k

Im Ubrigen wurden <o<i,§"»C > sowie < i Sh
o1 o

J
mittelt.

Bei der Berechnung einer Komponente f;, M(ék) werden ferner
(2

(R+7r)—1)-t,, +2

> bereits in Lemma 5.3.1 er-
p1

(2R —1+2r —1) -ty +t,, +2=
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Rechenoperationen benstigt. Wegen (5.5) und der im Abschnitt 5.3.1.1 beschrie-
benen Skalierung gilt

ck
glljlpl (5 ) = 07
daher sind diese Anteile nicht zu berechnen. Mittels Summation iiber alle j; €
N<, und p1 € IN<4 folgt nun die Behauptung

d
re Y (R+71)=1) by, +2)+d-R-r.
p1=1

Bemerkung 5.3.3. Ein wesentlicher Anteil zur Bestimmung der Hesse-Matriz
und des Gradienten von f ist die Berechnung der Skalarprodukte mit Auslassung

k ¢k k ¢k k k
<§j1’£j2>#1 ) <£j17£j2>l.t1lt2 ’ <Oéi, £j1>l~tl ) <O[i, §j1>ﬂll~i2 )

wobei ji,jo € N<,, t € N<g und p1, o € N<g sind. Getreu Lemmata 5.3.1 und
5.3.2 betrdgt hier die Komplexitat

(@ wn (1) emfee (1) 0]

somit erhdlt man eine kubische Komplexitit in d. Setzt man voraus, dass die

Skalarprodukte
k k k k
<€j1u1’§j2u1> ) <§j1u17aiu1>

ungleich null sind, dann kann man diese Komplexitit um eine Potenz redu-

k

zieren. Dies wird im Folgenden am Beispiel von <ozi, j1> erldutert. Vorab
K12

berechnet man

(aigh ) = TT (i &)

pn=1
hierfiir werden
(d—1)-(r+R)

Operationen bendtigt. Fiir die Berechnung von <o¢i, 5]’“1> sind dann noch
2

2@) (r+R)

Rechenoperationen erforderlich (11 # pe2), denn es gilt

k
<ai7 j1>

Olz,unfjl,“> <a‘#2’£j1uz>

(5.17)

<ai,5§z>w2 - <

Insgesamt werden somit nur

2(3) (r+R)+(d-1)-(r+R)
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Operationen bendtigt, so dass die Komplexitit nur quadratisch mit der Dimen-
sion wdchst. Bei praktischen Berechnungen kinnen die Skalarprodukte

k k
<£j1u1 ) aiul >

fast null sein, dies konnte z.B. bei den Daten aus [5] und [6] beobachtet werden.
Bei diesen Berechnungen fiihrte die in Gleichung (5.17) vorgestellte Methode
in einigen Fillen zu einem instabilen Verfahren. Der hier entwickelte Algorith-
mus wurde hauptsdchlich fiir Probleme konzeptioniert, bei denen die Dimensi-
on d kleiner als etwa eintausend ist. Daher wird in dieser Arbeit die stabile
Berechnung getreu Lemma 5.3.1 sowie Lemma 5.3.2 bei der softwaremdfigen
Umsetzung favorisiert.

5.3.2 Berechnung der Abstiegsrichtung

Wie bereits erwéhnt, wird das Minimierungsproblem 3.1.1 mit Hilfe von Al-
gorithmus 4.4.1 iterativ gelost. In erster Linie ist hierbei die Berechnung der
Abstiegsrichtung d* von Bedeutung, welche gemi#fl Gleichung (4.41), Seite 61,
durch die Wahl von

Crlog) == (1 — ag) A + o Hy,, oy, € (0, 1],

festgelegt ist. Aus diesem Grund wird im Anschluss die Wahl der Matrizen A
und H; beschrieben.

5.3.2.1 Definition der Abstiegsrichtung

Der blockdiagonale Anteil der Hesse-Matrix von fi, A(ék) aus Gleichung (5.9),
ist bei der numerischen Umsetzung von zentraler Bedeutung. Im Folgenden
kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dass ein sehr
kleines m € R~ existiert, so dass

Vu € Ry py mHuH2 < <u,A(§Ak)u>

fiir alle Iterationsschritte erfiillt ist, denn anderenfalls konnte man wegen Lem-
ma 1.4.15, Seite 22, einen Tensor mit kleinerem Tensorrang konstruieren, wel-
cher eine vergleichbare Approximationsgenauigkeit aufweist. Dariiber hinaus
gilt wegen Lemma 5.2.2 sogar

Vu € Ry s mlul < (u, Agh)u) < Mljul®.

Ferner kénnen lineare Gleichungen mit A(ék) gemif Gleichung (5.10) mit einem
Aufwand von O(d-r?) aufgelést werden. Insgesamt erfiillt die Folge der Matrizen
(A(ék))ke]N die Voraussetzungen an (Ag)ren, siche Gleichung (4.34), Seite 59.
Aus diesem Grund wird

Ay, = A(£F) (5.18)
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fir £ € IN gesetzt.
Die erste Wahl von Hj, ist

Hy = f"(&") (5.19)
= A+ By + Cp — Di + MGy + AoGay, (5.20)

wobei die Matrizen By, Ck, Dy durch Lemma 3.4.3 und Gy := g’l’(ék) bzw.
Gy, = gé’(fk) wie in Lemma 3.4.4 bzw. Lemma 3.4.5 definiert sind. Diese
Festlegung hat geméfl Satz 4.4.3 den Vorteil eines quadratisch konvergenten
Verfahrens.
Bei vielfiltigen numerischen Tests mit praxisrelevanten Daten, siehe Abschnitt
6.3, stellte sich folgende abgeschwéchte Variante als sehr vorteilhaft heraus:
H, = { A + Br + MG + A2Gay, ap # 1 (5.21)
A+ B + C — D + MG1g + AoGay, a =1, '
wobei aj, € (0, 1], wie im Algorithmus 4.4.1 beschrieben, mittels Armijo-Regel
berechnet wird. Bei dieser Festlegung konnte in vielen Beispielen eine verrin-
gerte Anzahl von Iterationsschritten beobachtet werden, daneben ist die Ab-
stiegsrichtung fiir @ # 1 kostengiinstiger zu berechnen; diese Tatsache wird im
Abschnitt 5.3.2.3 eingehender beschrieben. Ferner konnte man beobachten, dass
nach wenigen Iterationen die volle Schrittweite, @ = 1, angenommen wurde,
wenn auch die Voraussetzungen von Lemma 4.3.10, Seite 56, nicht erfiillt sind.
In diesen Fillen erhielt man ein quadratisch konvergentes Verfahren, denn die
Methode ging in das eigentliche Newton-Verfahren iiber. Unabhéngig davon ist
die Konvergenz des Verfahrens gegen einen stationdren Punkt von f gesichert,
denn die Abstiegsrichtungen sind gradientenéhnlich und die Schrittweiten wer-
den mittels Armijo-Regel berechnet.
Fiir die Matrix Ck(ay) bedeutet diese Wahl im ersten Fall, d.h. Hy = f”(f’“),

C’k(ak) = Ap + ay (Bk +Cr — D+ MGy, + )\QGQk) (5.22)

bzw. bei der zweiten Definition erhilt man

A + o (B + MG + 22Gay) ap #1
C — 5.23
o) { Ap + ap (By + Cp — Dy, + MG + A2Gay), o = 1. ( )
Mit der vereinfachten Wahl
Cr(ag) = A + ag (B + MGy + AaGay,) (5.24)

konnte man bei allen Rechenbeispielen auch gute Ergebnisse erzielen, sieche Ab-
schnitt 6.3. Ferner ist diese Wahl kostengiinstiger fiir Tensoren mit sehr groflem
Eingabetensorrang R, dies wird im Abschnitt 5.3.2.3 deutlicher.

Notation 5.3.4. Im Folgenden wird zur abkiirzenden Schreibweise folgende
Notation fir die beiden unterschiedlichen Matrizen aus Gleichung (5.23) ver-
wendet

ngl)(ak) 1= A + ag (B + MG + A2G2p) (5.25)

und
O () = Ap + ag (By, + Cp — Dy + MGy, + AoGlag) - (5.26)
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5.3.2.2 Lo&sen des Gleichungssystems und Wahl des Vorkonditionie-
rers

Maflgebend fiir die Komplexitét ist neben dem Aufstellen des Gradienten und
der Hesse-Matrix von f vor allem die Berechnung der Abstiegsrichtung. Hierbei
wird die Loésung des linearen Gleichungssystems

C(og)d® = f'(€%) (5.27)

mit Hilfe des konjugierten Gradienten-Verfahrens (cg-Verfahren) berechnet, wo-
bei ay € [0, 1] entsprechend Algorithmus 4.4.1 modifiziert wird. Fiir die Kon-
vergenzrate des cg-Verfahrens gilt folgender Satz.

Satz 5.3.5. Sei C positiv definit mit X := Apin(C), A := Anax(C) und der
Konditionszahl k := A/X. Dann erfillt der Fehler e™ := Cd™ — g der cy-
Iterierten d™ folgende Abschdtzung:

2(1 — 1/k)™

m < 0 — m 0 5.98

H@ HC = (1 n 1/\/E)2m+ (1 — 1/\/E)2mH€ HC c 1—|—CQmH€ HC7 ( )
wobet ¢ 1= ﬁ: = g_g gesetzt ist.

Beweis. [15, Satz 9.4.12, Seite 257.]. [ ]

Ein Vorteil des cg-Verfahrens besteht darin, dass die asymptotische Konvergenz-
rate vom gesamten Spektrum von C beeinflusst wird und nicht ausschliellich
von den extremen Eigenwerten abhéngt. So wird in den ersten cg-Schritten der
cg-Fehler e™ zuerst in V' := span{vmin, Umax} aufgelost, wobei vmin bzw. vmax
die zugehorigen Eigenvektoren von Apin bzw. Apax sind. Ferner werden sich
die cg-Fehler in den anschlieBenden Schritten auf V+ zubewegen. C' beschriinkt
auf V1 hat jedoch das Spektrum o(C) \ {Amin, Amax} und die Konditionszahl
Aa/X2, wobei Ay der zweitkleinste und Ay der zweitgrofite Eigenwert von C
ist. Damit erhélt man insgesamt ein verbessertes Fehlerverhalten. Eine genaue
Analyse hierzu findet man in [41].

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des cg-Verfahrens zu verbessern, werden
nun geeignete Vorkonditionierer vorgestellt. Bei Daten aus praktischen Anwen-
dungen konnen die Normen der Summanden von &* in ihrer Gréfle sehr stark
variieren; dies fiihrt zu einer verminderten Konvergenzgeschwindigkeit. Diesem
Umstand kann man aber mit Hilfe einer Mafistabséinderung entgegenwirken,
siehe [24, Abschnitt 7.3 Beschleunigung durch Mafstabsédnderung, Seiten 116
f.]. Hierfiir wird Gleichung (6.7) mittels folgender Matrix Vk_1

d
Viti= Y B, @ diag <\|§§?H;1)jem< ® Idgs, € RTI7I (5.29)
p=1 ="

beidseitig vorkonditioniert. Damit geht Gleichung (6.7) in Gleichung
Vi Crlan) Vit = Vo' f(€5)

iuber.
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Notation 5.3.6. Seien Hjp € {Ay, By, Cx, Dy, Giy, Gar} und Vk_l wie in
Gleichung (5.29) definiert. Dann werden abkiirzend folgende Bezeichnungen
verwendet:

Fa®) = v () e R (5.30)

und

Hy =V, ' Hy Vot e RrErid, (5.31)

Wie schon erwéhnt, hat die Matrix Ay, eine besondere Bedeutung. Nach Lem-
ma 5.2.2 ist Ay, leicht zu invertieren, mit einem Aufwand von d - O(r3). Diese
Tatsache trifft auch analog auf Ay zu, denn es gilt offenbar

d
‘le;l = Z E, ® VkuG/Ileu ® Idges,
p=1

wobei Vj,, = diag(HﬁfHH)je]Ngr € R™" gesetzt ist. Verwendet man nun den

blockdiagonalen Anteil von f” (ék), 121];1, als weiteren Vorkonditionierer, dann
erhélt man fiir A ' Cy(ay)

L Id + OékA~,;1 Bk + >\1G~1k + )\Qézk) , ap #1
Id + Oék/ilzl Bk + ék — Dk + Alélk + )\Qégk) , o = 1.

Getreu Algorithmus 4.4.1 wird zunéchst versucht, mit ap = 1 bzw. geniigend
groBen ay-Werten ein positiv definites Ci(ay) zu bestimmen. Ist dies nicht
moglich oder Gleichung (6.7) schwer aufzulosen, so wird «ay, fortlaufend ver-
kleinert. Auf diese Weise wird Cj(cy) positiv definit und die Kondition von
fl;lék(ak) speziell in den problematischen Féllen schrittweise verbessert.

Im Anschluss wird das cg-Verfahren zur Losung des linearen Gleichungssys-
tems Cd = g mit der Systemmatrix C, dem Vorkonditionierer W' und der
rechten Seite g angegeben. Da das cg-Verfahren nur fiir positiv definite und
symmetrische Matrizen wohldefiniert ist, miissen bei der Umsetzung spezielle
Vorsichtsmafinahmen getroffen werden.

In der Praxis kann die Matrix fl,;lé’k(ak) fiir o =~ 1 extrem schlecht kondi-
tioniert sein. Diese Tatsache trat bei den Testberechnungen insbesondere dann
auf, wenn man versucht hatte, eine Niedrig-Tensorrang- Approximationen zu be-
rechnen, deren Giite deutlich unterhalb der Genauigkeit lag, welche durch das
zugrunde liegende Modell vorgegeben war, siehe z. B. Abschnitt 6.1.2, Tabelle
6.2, Seite 99, fir r=3 und r=4.

Mit Hilfe der Wahl von m .« kann man die maximale Anzahl der cg-Iterationen
beschranken. Ist die maximale Anzahl von Iterationen erreicht und die Norm
des cg-Fehlers noch nicht klein genug, dann wird die Kondition der Matrix
fl,;lCN'k(ak) als zu schlecht angesehen und «j, verkleinert. Damit verbessert man
sukzessive die Kondition der Systemmatrix. Bei allen numerischen Testrechnun-
gen im Kapitel 6 wurde mmax = 80 und v = 0.9, siehe Algorithmus 4.4.1, fest
gewihlt.
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Algorithmus 5.3.1 Methode der konjugierten Gradienten

1: Wihle € € R+, Mmax € IN und eine gute Néherungslosung d°. Setze m := 0,
r0:=g—Cd°, p® := W10 und g := <p0,r0>.

2: while [|r™] > ¢ und m < myax do
3. Setze o™ := Cp™.
4: if (a™,p"™) > 0 then
5: Setze:
Om
AT Ty
A"t = d™ A
,rm—i-l R )\am7
qm—l—l - W_le+1,
Omi1 = <pm+1’ rm+1> )
6 Setze pm Tl = ¢m ! 4+ Q’g"’—“pm und m — m + 1.
7. else "
8 Stop, denn C' ist nicht positiv definit. Setze m := myax + 1.

9: end if
10: end while

5.3.2.3 Komplexitidt der Matrix-Vektor-Multiplikation

Im folgenden Abschnitt wird die Komplexitdt der Matrix-Vektor-Auswertung
mit der Matrix Ci(cy) angegeben, wobei entsprechend Absatz 5.3.2.1 auf die
beiden unterschiedlichen Festlegungen eingegangen wird. Hierzu werden einzel-
ne Teilsegmente der Hesse-Matrix von f an der Stelle ék untersucht, denn die
Matrix Ck(ay) ist unabhéngig von der Festsetzung aus diesen Anteilen zusam-
mengesetzt.

Lemma 5.3.7. Sei Ay := A(ék) die Matriz aus Lemma 3.4.8, d.h. die Segmente
von Ay sind fir alle pu1, po € N<g und j1, jo € N<, gegeben durch
Akmmjljz = Opipio <fj17‘5j2>u1 Iletul :

Dann werden fiir eine Matrixz- Vektor-Multiplikation mit Ay
d
re2r—1)-) 1, (5.32)
pn=1

Operationen bendtigt.

Beweis. Seien 3 € N<g, j1 € N<, und v := (vj, € R : p € Ney,j € Ng,) €
Ry Fir die Komponenten von Agv gilt

d r
(Ap)jipn = Z Z Opur o <§j17§jz>m Ujapz

p2=1ja2=1
T

= Z <£j17£jg>m Ujopr -

Jo=1
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Dementsprechend fallen hierbei (2r — 1) - t,,, Rechenoperationen an, so dass fiir
alle Komponenten
d
2r —1) Z ty
pn=1

arithmetische Operationen benttigt werden. |

Bemerkung 5.3.8. Gemdf§ Lemma 5.2.2 ist Ay, = Zﬁ:l E,® G,(f) ® Idptu

invertierbar und es gilt
d -1
=Y E.e [G}jﬂ ® Idps,.

Da A,;l die gleiche Struktur wie Ay hat, folgt analog zu Lemma 5.3.7, dass eine
Matriz- Vektor- Multiplikation mit A_1 eine Komplexitit von

d
2r—1)-) t, (5.33)
pn=1

hat.

Lemma 5.3.9. Sei By, :== B(ék) die Matriz aus Lemma 3.4.3, d.h. die Segmente
von By, sind fiir alle 1, pu2 € N<g und j1, j2 € N<, mittels

Bk,uwzjljz = Opuypo <£J17£‘2> i 5]2/11(531#2)

gegeben. Dann werden fiir eine Matriz- Vektor-Multiplikation mit By
d
re(Ad—=147) = 1)) t, (5.34)
pn=1

Operationen bendtigt.

Beweis. Seien py € N<g, j1 € N<, und v := (vj, € R : p € Ney,j € Ng,) €
Ra,rt- Fiir die Komponenten von Bjv gilt

(Bkv)jlul = Z 26M1M2 <£Jl’§]2> s <§§€1u2’vj2ﬂ2>€?2u1

p2= 1]2 1

- Z Z <§Jl’€]2> s <£§€1M2’Uj2/-¢2>§§:2p1'

p2=1,po#p1 jo=1

Hierfiir fallen
2d—14r) -ty +2d—-14+7r)=1)-t,, = Hd—1+7r)—=1)-t,

Rechenoperationen an, so dass fiir alle Komponenten
d
reAd=14r)=1)-) t,
=1

arithmetische Operationen bendtigt werden. |
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Lemma 5.3.10. Sei C, := C(ék) die Matriz aus Lemma 3.4.3, d.h. die Seg-
mente von Cy, sind fiir alle pi, po € N<g und ji, j2 € N<, durch

Cku1u2j1j2 = g,uum J1J2 Z <€] 7€j1> i fjkm (§§§#2)t

7j=1

gegeben. Dann werden fiir eine Matriz- Vektor-Multiplikation mit Cy

r-(4(d—-1+r)—1) (5.35)

IIM&

Operationen bendtigt.

Beweis. Seien py € N<g, j1 € N<, und v := (vj, € R : p € Ney,j € Ng,) €
Ry, BEs gilt fiir die Komponenten von Cpv

d r
(Ckv)jlul - Z Z 8#1#25j1j2 Z <§] 7§j1> gjkm (gfuz)tvhm

p2=1 J'2—1 j=1

= Z Z <£J ’€J1> s <£§uz»vjw2> 5;?“1.

p2=1,ua#pu1 j=1

Hierfiir fallen auch
2d—=147r) -ty +2d—-1+7r)=1)-t,, = Ad-1+7r)—=1) -t,

Rechenoperationen an, so dass fiir alle Komponenten

d

re(Ad—=14r)-1)-) t,

p=1

arithmetische Operationen benttigt werden. |

Lemma 5.3.11. Sei Dy := D(£%) die Matriz aus Lemma 3.4.3, d.h. die Seg-
mente von Dy, sind fiir alle 1, uo € N<gq und ji, j2 € N<, durch

R
-5 . ¢k ot
D pognge = Opapz0j1j2 Z <O‘l? §j1> Qipy Xy
— p1p2

vorgegeben. Dann werden fir eine Matriz- Vektor-Multiplikation mit Dy,
d
ro(Ad-1+R)—1)-) ¢, (5.36)
pn=1

Operationen bendtigt.
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Beweis. Seien py € N<g, j1 € N<, und v := (vj, € R : p € N<y,j € Ng,) €
Ry, Bs folgt fiir die Komponenten von Djv

R

_ E : E : . ¢k ) t .
(Dkv)hm = E 5#1#2 J1j2 <O‘“€j1>u L QXipg Xipy Vo pio
12

2= 1]2 1 i=1

= Z Z<@u§]1> i (Qipias Vi pua ) iy -

po=1po#p1 i=1

Hierfiir werden (4(d — 1+ R) — 1) - t,, Rechenoperationen benétigt, so dass fiir

alle Komponenten
d

ro(Ad—1+R)=1)-> t,

p=1

arithmetische Operationen anfallen. |

Getreu Lemma 3.4.4 sind die Segmente der Hesse-Matrix von g; an der Stelle
€% durch die Summe der folgenden zwei Matrizen festgelegt:

d
Cuinpaiin© = Ounativia | D (€5l = €5 I7) Tdgon

u=1,uF 1

+2d =18k, (€)'

G2u1y2j1j2 (é) = SH1U26jlj2(72)£‘;?1,u1 (f‘;?llu,g)t7

wobel p1, 2 € N<g und ji, j2 € N<, sind. Geméf Gleichung (5.5) erfiillen die
Reprisentantenvektoren von &F die Bedingung

Vj € NV € NegVv € Neg \ {p} < 165,01 = 1€¥,,1.
Daher gilt fiir alle g1 und j;

d

> (IghlP —lgk,l?) =0,

p=1,pu#p

und die Segmente von Gy vereinfachen sich zu

G1M1#2j1j2 (&) = 5j1j25u1u22(d - 1)§jl'€1u1 (5]1111) . (5.37)

Lemma 5.3.12. Fiir eine Matriz- Vektor-Multiplikation von G1 + G2 an der
Stelle €& werden

d
ro[(2d+1)) t,+d (5.38)
pn=1

Operationen bendtigt, wobei vorausgesetzt wird, dass £ die Bedingung von Glei-
chung (5.5) erfillt.
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Beweis. Seien p1 € N<g, j1 € Ny, v 1= (v, € R : p € Ny,j € Ng,) €
Ry und Gy, == G1(EF) +Go(EF) zur Abkiirzung gesetzt. Fiir die Komponenten
von Go gilt

d
(Gkv)jlm = 2|(d-1) <§j1M1’Uj1M1> - Z <§j1/t27 Uj1u2> Eirp -

m2=1,po7#p1

Hierfiir werden 2 ZZ:l t, +1+1t,, Rechenoperationen benétigt, so dass fiir alle
Komponenten

d
ro[(2d+1)) ty+d
pn=1
arithmetische Operationen anfallen. |
Lemma 5.3.13. Ist G}, die Hesse-Matriz von gy an der Stelle £*, dann sind

gemdfl Lemma 3.4.5 die Segmente von Gy, fiir alle p1, o € N<g und ji, j2 € N<,
wie folgt gegeben:

ko ¢k =
G 1 < Ji? j1>,u1 Id]Rt“l ’ fL=H2
R RN P PR L 2< ?17 ]k1> jf?lm( ;‘Cluz)t’ sonst.
N~ H1p2

=1

Fiir eine Matriz- Vektor-Multiplikation mit Gy, werden

d d
reY Bty > 2y, +d—1 (5.39)
p1=1 p2=1,u27p1

Operationen bendtigt.

Beweis. Seien py € N<g, j1 € N<, und v := (vj, € R : p € Ney,j € N<,) €
Ry, Fiir die Komponenten von Gv gilt

k k
(Gkv)jlm = <€j17€j1>mvjlu1

d
k ok k k
+ 2 Z <§j17£j1> <§jlﬂ2’vjlﬂ2> fjl,ul'
B2
p2=1,p2#p1
Fiir eine Komponente werden
d
> 2 +d—143,
p2=1,p2#p1

Rechenoperationen benétigt, so dass fiir alle Komponenten

d d
re Y Bty > 2y, +d—1
p1=1 p2=1,p2#p1

arithmetische Operationen anfallen. |
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Summiert man nun alle Rechenoperationen auf, dann erhélt man fiir die Kom-
plexitét einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix

Ci(ap) = Ak + ar (B + MGy + A2Gay) ay # 1
e Ap + g (Bg + Cp — Djy + MGy + \oGay), ap =1

den folgenden Gesamtaufwand.

Korollar 5.3.14. Die Komplezitit der Matrixz- Vektor-Multiplikation mit Ay, +
ag (B + MGy + AaGag) baw. Ap + ay (B + Cy — Dy + MGy + AaGay) be-
tragt

d
(d+r)- > ty (5.40)
pn=1
bzw.
d
o (d+7r+R)- Z (5.41)

5.3.3 Bestimmung der Schrittweite

Fiir die globale Konvergenz eines Minimierungsverfahrens ist die Berechnung
der Schrittweite mittels Armijo-Regel von Bedeutung. Hierbei wird die Schritt-
weite wie folgt ermittelt: Finde ay, := max{#' : 1 € N>} € (0, 1] mit

FEF) = FE" = ard®) = o (£(€5).d").

dabei sind 8 € (0,1) und o € (0,3). MaBgebend fiir die Komplexitit ist die
mehrfache Berechnung des Ausdrucks f (f’i — BLd*), wobei | € IN<q variiert und
B, €F und dF vorgegeben sind. Setzt man ¥ — 8!d* in f ein, dann erhélt man

T

) 1 R d
JE =g = o | =30 D TT (6~ B i)
——

j=1i=1 p=1
=1
r j—1 d
k l 7k
+ Z Z H <€ 'u’gj’u —B dj’u>
7=1 =1p=1

+ SdHQH4Z S (leh, - gk )2 ligk, — B I1?)

J=1 pr=Lv#pu
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Sind p,v € N<y, j,j" € N<,, i € N<g und setzt man ferner die Bedingung von
Gleichung (5.5) voraus, dann folgt

ek, — BdblP? — Ik, — B, I = 26" ({&h,. db,) - (&b d5,))
+ 0% (k12— Nt 1)

<§ju pd on‘w> = <§§€waw> ﬂl< Ju’aiu>

und

<£J ~ ' waf’u_ﬁld?’u> - <£JM’£" >_ﬂl [<§fwd§u> <§J "o JM>}
v 8 (dhad).

Ahnlich wie im Abschnitt 5.3.1.1 lohnt es sich auch hier, die von { unabhingigen
Skalarprodukte

<d§wo‘iﬂ>’ <§kad?’u> und <d u’d§u>

vorab zu berechnen und zu speichern. Der hierfiir zuséitzlich benétigte Speicher-

bedarf von ,
d-[r-R—|—2-<T; )] (5.42)

Eintragen ist von moderater Grofie. Der Rechenaufwand fiir ein Skalarprodukt
betrégt 2¢, — 1 Rechenoperationen, so dass insgesamt

rrt2 (T 'i(%—l) (5.43)
2 <

Operationen anfallen. Die Skalarprodukte <£ka > und <£w,§ > miissen

nicht erneut berechnet werden, denn im Abschnitt 5.3.1.1 wurden sie bereits
bestimmt. Bei der anschlieBenden Komplexitdtsanalyse kann die Berechnung
der oben erwdhnten Skalarprodukte vorausgesetzt werden.

Lemma 5.3.15. Seil € N<q. Die Anzahl der Rechenoperationen, um f(fl~C —
BLd*) zu berechnen, ist von der Ordnung

O@-r-(r+R+d). (5.44)

Beweis. Fiir die Berechnung von

d

S TT (&)~ ()

7j=11i=1 p=1

T
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bendtigt man
4d-R-r—1

arithmetische Operationen und fiir

j—1 d d
Z Z 1_[1 <£JM p'd Jwgf’u o ﬂld?’u> H <£JM ‘wgfu a ﬁld§u>
J=1 \J'=1u= p=1
fallen

<£) 8d—1)+7-(8d+1)—1

Operationen an. Bei der Berechnung des letzten Ausdrucks

WYY Y 28" ((&hur ) = (&bt )) + 8% (Il 1% = i1

J=1p=lv=1v#pu

werden dann noch Rechenoperationen in der Gréflenordnung von
O(d? - r)
bendtigt, so dass insgesamt die Behauptung folgt. |

Korollar 5.3.16. Die Gesamtkomplexitit zur Berechnung der Schrittweite oy
mit Hilfe der Armijo-Regel ist von der Ordnung

d
Ofr-|r+R)-D tu+d-(r+R+d)||. (5.45)
pn=1

5.3.4 Zusammenfassung

An dieser Stelle sei die in den vorangegangenen Abschnitten untersuchte Kom-
plexitéit eines Minimierungsschrittes zusammengefasst.

Zum Anfang wurden die Skalarprodukte der Repréisentantenvektoren berech-
net, hierfiir benttigt man

d
) -(r+R)- Z

Operationen. Im Anschluss daran mussten der Gradient von f und die Skalar-
produkte mit Auslassung, fiir die Hesse-Matrix, berechnet werden. Die Kom-
plexitdtsordnung fiir den Gradienten betrug

d
O 7‘-(7“+R)-Ztu+d-r~R ,
pn=1
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dies entspricht der Aussage von Lemma 5.3.2. Fiir die Hesse-Matrix waren
O(d* r-(r+R))

Rechenoperationen nétig, siche Lemma 5.3.1. Danach wurde die Komplexitét
einer Vektorauswertung mit der Systemmatrix und das Berechnen des Vorkon-
ditionieres analysiert. Fiir den Vorkonditionier werden

@ (d . 7”3)
und je nach Wahl der Systemmatrix

d
@ (d+r)- Ztﬂ

p=1
bzw.

d
O|r-(d+r+R)- Z

Rechenoperationen benétigt, siehe Korollar 5.3.14. Abschlieend sind geméf
Korollar 5.3.16

d
Ofr-|r+R)-D tu+d-(r+R+d)
pn=1

Operationen zur Berechnung der Schrittweite n6tig. Zusammenfassend erhélt
man folgendes Korollar 5.3.17.

Korollar 5.3.17. Die Gesamtkomplexitit eines Minimierungsschrittes ist von
der Ordnung

d
Olr-(r+R) - d+dr*+r (r+R+d)-> t,]. (5.46)
pn=1

Bemerkung 5.3.18. Die Anzahl der nitigen Minimierungsschritte hingt sehr
stark von der Wahl des Startwertes ab und kann bei einer ungiinstigen Wahl zu
einem deutlich erhéhten Aufwand fiihren. Die zufillige Wahl des Startwertes,
wie in [33] beschrieben, ist in der Praxis nicht zu empfehlen.

Im folgenden Abschnitt 5.4 wird eine andere Wahl vorgeschlagen, welche bei
den numerischen Tests zu einer geringen Anzahl von Iterationsschritten fihrte,
siehe dazu Kapitel 6. In Abhingigkeit vom Startwert kann aber im Allgemeinen
die Anzahl der notigen Minimierungsschritte nicht abgeschitzt werden.
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5.4 Losung der erweiterten Approximationsaufgabe

Getreu Definition 3.1.2, Seite 38, ist die erweiterte Approximationsaufgabe,
unter Vernachlédssigung der Nebenbedingung, wie folgt gestellt: Sei ¢ € Rsg
fest vorgegeben. Zu bestimmen ist ein & € S,_ derart, dass

=&l < e,

o gl = gmin o~
erfiillt sind, wobei r. € IN<g kleinstmdglich sein soll.
Um diese Aufgabe zu losen, wird zuerst eine beste Approximation & € &
von « berechnet; dazu benutzt man das beschriebene Verfahren. Als Startwert
konstruiert man hierfiir einen Elementartensor, welcher o auf einem ,,Kreuz“
interpoliert, siehe dazu Lemma 5.4.2. Ist der Abstand klein genug, d.h. ||a —
1|l < e, so wird das Verfahren abgebrochen. In der Regel wird dies kaum der
Fall sein, daher muss der Tensorrank sukzessive erhoht werden. Ausgehend von
einer bereits berechneten besten Approximation & € S, von « ist das Residuum

or ‘= —& € S<pir (5.47)

definiert. Man berechnet nun eine beste Approximation (; von g, in &1 und
setzt dann anschlieflend den Startwert 591 € S, fiir die beste Approximation
&ry1 € Sry1 von a wie folgt:

fﬁoﬁl =& + (1. (5.48)

Eine exakte Beschreibung dieser Herangehensweise ist im Algorithmus 5.4.1 dar-
gestellt. Zuvor wird jedoch die Berechnung einer Kreuzinterpolation im Lemma
5.4.2 verdeutlicht.

Definition 5.4.1 (Streifen und Kreuz). Seien i := (i1,...,iq) € Xzzl IN<g,
ein Multiindex und p € N<4. Unter dem Streifen von i in Richtung p versteht
man folgende Menge:

n—1 d
i* = (X{M) X N, X ( X {iu}> : (5.49)
v=1 v=p+1

Daneben ist das Kreuz von 1 wie folgt definiert:
) d
whi= | )i (5.50)
pn=1

Lemma 5.4.2. Seien k € N, 3 := Z?Zl ®ﬁ:1 Bju € Sk und i € Xzzl Ny,
etwa i := (i1,...,1q), mit

Bi € R\ {0}. (5.51)
Ferner sei
. 1 d
g=—— QeSS (5.52)

[51'] - p=1
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gesetzt, wobei fiir alle i € N<q die Vektoren 5,% € R wie folgt definiert sind:

k
& :=Z I B, | Biw- (5.53)

Dann gilt fiir alle m € Kt

{(m) = B(m). (5.54)
Beweis. Seien m € kt und o. B. d. A. m := (i1, -y9d-1,1a), lg € N<t,. Es gilt
' T d k d—1
Eim = a—1 H Z H /BJV Bju Z H /6]V ﬂ]d
[ﬁﬁ p=1 | j=1v=1v#u j=lv=1
L 50 S TL G, G,
= v jd
[52] j=1v=1
k d—1
= > 11 B, Bia),
j=1lv=1
|

Bemerkung 5.4.3. Bei der in Gleichung (5.52) definierten Kreuzinterpolation
von 3 kann

18 = €l > 118l (5.55)

auftreten. In diesem Fall wiirde der Nulltensor 3 besser approzimieren als EL.
Dieser Umstand ist aber durch eine Skalierung von & mit <ﬁ,£i> J11€41? zu be-
heben, denn es gilt

3.¢) |’ o8 (B L,
Hﬁ A 11" = 2 i + e 1€
e (B8
= IO~ e

< 181~

Bemerkung 5.4.4. Getreu Korollar 2.5.6, Seite 35, ist S1 kompakt, daher wird
bei der Berechnung einer besten Approzimation in S1 die zweite Nebenbedingung
ausgeschaltet, d.h. in der Definition der Zielfunktion f, siehe Gleichung (3.13),
Seite 40, ist dann Ao = 0.

Bei der Berechnung einer besten Approximation existieren unterschiedliche lo-
kale Minima, deshalb sollten ungleiche Startwerte nacheinander ausprobiert
werden. Dies wird aber zu hohen Kosten fiihren. Aus diesem Grund beschrinkt
man sich nur bei der Berechnung von (1 auf mehrere Startwerte und wdhlt dann
den Elementartensor aus, welcher o, am besten approzimiert.
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Algorithmus 5.4.1 Berechnung einer optimalen e-Approximation
1: Wéahle € € R und setze r := 1.
2: Bestimme eine Kreuzinterpolation £ von o in S.
Berechne eine lokal beste Approximation &. von « in &y mittels Alg. 4.4.1
angewandt auf f, Ay = 0, und mit Hilfe des Startwertes ¢
Setze o, := a — &,
3: while ||o.|| > e und r < R do
4:  Bestimme eine Kreuzinterpolation ¢t von g, in Si.
Berechne eine lokal beste Approximation (; von g, in S mittels Alg.
4.4.1 angewandt auf f, Ay = 0, und mit Hilfe des Startwertes (t.
5 Setze £ = & + 1.
Berechne eine lokal beste Approximation &1 von « in S 1 mittels Alg.

4.4.1 angewandt auf f und mit Hilfe des Startwertes fr Y1
6 Setze op41 :=a — &1 und r «—r+ 1.
7: end while
8 if r = R then
9:  Setze & = a.
10: end if

Lemma 5.4.5. Es seien die Bezeichnungen von Algorithmus 5.4.1 und 5.4.2
vorausgesetzt. Die Startwerte 55(_)21 € Sy41 und die lokalen besten Approxima-
tionen & € S, von a erfillen dann fir alle r < R folgende Ungleichung:

o = €1 < fla = &1 (5.56)
Beweis. Sei r < R. Es gilt

loe— €411 = o — & = Gill = ller — Gl
Hiermit folgt geméfl Lemma 2.1.10, Seite 27, und Bemerkung 1.4.4, Seite 16,

lor = Gl < llerll = [l = & |I-
|

Bei spiteren Anwendungen ist héufig eine gute Approximation fN von « bekannt,
wobei rangg(§) > 1 sein kann. In diesen Féllen wird der Algorithmus 5.4.1
abgeédndert, siche Algorithmus 5.4.2.

Bemerkung 5.4.6. Setzt man voraus, dass die Anzahl der Iterationsschritte
von Algorithmus 4.4.1 konstant ist, dann hat das Verfahren aus Algorithmus
5.4.1 bzw. 5.4.2, gemdfy Korollar 5.3.17, eine Komplexitit der Ordnung

Te d
O Z r-(r+R)-d&®+d-r*+r - (r+R+d)- Z (5.57)
r=1 p=1
bzw.
Te d
o > qr-r+R) P Hd-rPtr-(r+R+d) D t| |- (558)

r=rangg(f) pu=1
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Algorithmus 5.4.2 Berechnung einer optimalen e-Approximation bei bekann-
ter guter Naherung &

1:
2:

Wiéhle € € R+ und setze r := rangg(&).

Berechne eine lokal beste Approximation &. von « in S, mittels Alg. 4.4.1
angewandt auf f und mit Hilfe des Startwertes £.

Setze 0, 1= a — &,

while [[o,|| > e und r < R do

Bestimme eine Kreuzinterpolation ¢ von g, in S.
Berechne eine lokal beste Approximation (; von g, in S; mittels Alg.
4.4.1 angewandt auf f, Ao = 0, und mit Hilfe des Startwertes (Z.
Setze §£9r)1 =& + (1.
Berechne eine lokal beste Approximation &1 von « in Sy ; mittels Alg.
4.4.1 angewandt auf f und mit Hilfe des Startwertes 57(2)1-
Setze 0r+1 :=a — &1 und 7 — r + 1.
end while
if r = R then
Setze & := a.
end if

Notation 5.4.7. Seien o € Tr und ¢ € R~q. Eine mittels Algorithmus 5.4.1
oder 5.4.2 berechnete e-Approximation von a wird kiinftig mit

App.(a) (5.59)

bezeichnet.



6 Anwendungen

In diesem Kapitel soll anhand ausgewéahlter Anwendungen die vorgestellte Me-
thode untersucht und das Potenzial von Elementartensor-Summen verdeutlicht
werden.

Im ersten Beispiel wird eine partielle Differenzialgleichung mit variierender ho-
her Dimension untersucht. Elementartensor-Summen dieser Art wurden bereits
in [11] sehr effizient mit Hilfe von hierarchischen Matrizen in sehr hohen Di-
mensionen generiert, daneben wurden zum Beispiel in [30] und [11] die Existenz
der Inversen von weiter gefassten Operatoren bewiesen. Die hier vorgestellte
Methode unterscheidet sich in der grundsétzlichen Vorgehensweise kaum. Der
Unterschied liegt in einer verbesserten Approximation der Funktion

v:[1,R] — R
1
t = -
t
mittels Exponentialsummen, wie in [3] beschrieben. Dariiber hinaus steht hier
nicht die effiziente Erzeugung im Vordergrund, sondern die anschliefende Ap-
proximation der angendherten Losung in Abhéingigkeit vom Modellfehler.
Im zweitem Abschnitt werden iterative Verfahren mit Elementartensor-Summen
diskutiert. Insbesondere werden die Berechnung der Maximumnorm und der
punktweisen Inversen in sehr hohen Dimensionen vorgestellt. Die hierbei ver-
wendeten iterativen Verfahren fithren zu einem stetigen Anstieg des Tensor-
rangs, so dass eine Tensorrang-Approximation der Folgenglieder notwendig
wird. Die Konvergenz des dadurch erzeugten inexakten Iterationverfahrens wird
untersucht, hierbei werden die Resultate von [18] wiedergegeben.
Abschlieend werden die in Abschnitt 5.3.2.1 definierten unterschiedlichen Ab-
stiegsrichtungen verglichen.
Alle Rechnungen wurden auf einem Intel Core 2 Duo Prozessor T7300 mit 2,0
GHz durchgefiihrt.

6.1 Das Modellproblem

In der folgenden Analyse werden Summen von Elementartensoren aus dem Um-
feld partieller Differenzialgleichungen in hohen Dimensionen approximiert. Fiir
die Generierung dieser Beispiele soll folgendes Modellproblem dienen.

91
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Definition 6.1.1 (Modellproblem). Seien d € Ns3 und  := (0,1)¢ ¢ R%
Unter dem Modellproblem wird folgende Aufgabe verstanden: Auf dem Gebiet
Q soll die Poisson'-Gleichung

d
_ o 2
—Au=h A=) 02, (6.1)
pn=1
mit Dirichlet’-Bedingung
ulpg =0 (6.2)
fiir folgendes h geldst werden,
h:Q — R (6.3)
d d d
z = (T1,...,29) + Z H o(xy) | =2+ (4 —12z,) H 2z, |,
p=lv=1v#pu v=1,v#pu
wobei
p:[0,1] — R (6.4)

t — pt)=0-1t)
gesetzt 1st.

Bemerkung 6.1.2. Die Funktion h aus Gleichung (6.3) wurde so gewdhlt, dass
die folgende Funktion u mit Tensorrang 2 die Lésung des Modellproblems ist

u:Q — R (6.5)
d

d
= (21,...,2q) — u(z):= H o(zy) (1 + H 296”) .
v=1

v=1

Um zusdtzliche Nebeneffekte zu vermeiden, wurde ferner darauf geachtet, dass
man u schlecht durch Elementartensoren approximieren kann.

Die hier untersuchte hochdimensionale partielle Differenzialgleichung ist von
relativ einfacher Art. Dennoch ist dieses Problem sehr gut fiir eine erste Analyse
des Approximationsverfahrens geeignet, denn:

e Nach der Diskretisierung haben sowohl h als auch A das notwendige Da-
tenformat. Ferner kann man A~! mit Hilfe von Elementartensor-Summen
sehr gut approximieren, sieche dazu Lemma 6.1.6.

e Durch Vorgabe der Losung w ist der Modellfehler explizit gegeben und
ldsst sich mit Hilfe der Approximationsgiite steuern. Damit kann der Al-
gorithmus speziell bei variierenden (bekannten) Modellfehlern untersucht
werden.

1Siméon-Denis Poisson, franzdsischer Physiker und Mathematiker, * 21. Juni 1781 in Pi-
thiviers, § 25. April 1840 in Paris.

2Peter Gustav Lejeune Dirichlet, deutscher Mathematiker, * 13. Februar 1805 in Diiren, f
5. Mai 1859 in Goéttingen.
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6.1.1 Diskretisierung und Approximation der Inversen

Die Diskretisierung erfolgt auf einem uniformen Gitter I, C Q mit n € IN
Freiheitsgraden in jeder Raumrichtung, d.h.

I‘n;:{geﬂfHZE(INSn)dIQZU'Z}a (6.6)

wobei 7 := n%_l € R-o gesetzt ist. Daneben vereinbart man, dass die Eintrége
der Gitterpunkte x € I'), lexikographisch angeordnet sind. Ferner wird das Mo-
dellproblem auf diesem Gitter mit Hilfe der Differenzenmethode diskretisiert.
Das hierdurch erzeugte lineare Gleichungssystem wird mit

Lu=~h

n (6.7)
bezeichnet.
Lemma 6.1.3. Sei S := QR™.

(i) Es seien die Eintrdige von 1,x,p,¢ € R" fir alle | € W<, wie folgt

definiert:
ll = 17 (68)
X, = 4-124, (6.9)
v, = plt), (6.10)
yl = 2tl<p(tl)a (611)
wobei t; :=In € (0,1) gesetzt ist. Ferner seien
d d
b1 ::®£€81 und bg::®y681.
v=1 v=1
Es gilt dann
d d
h=>> b))+ bh(x) € S<aa, (6.12)
p=1 pn=1
wobei b (1) und by (x) wie in Notation 1.4.10, Seite 20, definiert sind.
(ii) Seien
2 -1 i
—1 2 -1
-1 2 -1
T :—= ?712 —1 2 -1 e RM*n
-1 2 -1
- _1 2 -
und
d
Ids = Q) Idg-,

p=1
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dann gilt

d
L =) Id4(T). (6.13)
p=1

Beweis.
(i): Folgt unmittelbar aus Gleichung (6.3).

(ii): Seien i := (iy,...,iq) € (N<,)? ein Multiindex und u € S. Es gilt fiir die
Eintrége von Lu

d n
(Lu); = Z Z T (i3 Wit enfria)

p=1j,=1

n d
= E : § :51‘17]‘1 v '6i#*17juflT(iuvju)éiu+1vju+1 T 5id7jdu(j1:-~~vjd)
Jlseerja=1p=1

n n d
- Z e Z Z Id(T) Ui ,eensja) "
j1=1  ja=1 \p=1 j

Geméfl Lemma 6.1.3 sind A und L Summen von Elementartensoren. Von
groBerer Bedeutung ist jedoch die Frage nach der Existenz einer tensoriel-
len Darstellung von L~!. Mit Hilfe der folgenden Approximationsaussage kann
diese interessante Frage beantwortet werden.

Lemma 6.1.4. Seien R € R~ und

¢o:[1,R] — R

Ferner seien k € N, a := (a1, ...,ap)!, w:= (wi,...,w;)t € RF,

sp:[l,R] — R

k
t —  sp(t) ::ijexp(—ajt),
j=1

und
Er(a,w) := [|¢ = sklloo,1,7) := max{|f(t) — sk(t)| : t € [1, R]}.

Dann ezistieren o, w* € RF und ¢1, ¢y € Rsg mit

Er(a®,w*) = min FEjy(a,w) < cjexp(—cok). (6.14)
a,weRF

Beweis. [3, Seiten 687 fI.] [ ]
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Lemma 6.1.5. Seien oo € R und L wie in Gleichung (6.13). Dann gilt
d d
exp(al) =exp | « Z Id5(T) | = ®exp (aT),
p=1 p=1
insbesondere ist der Tensorrang von exp(alL) gleich 1.

Beweis. Sei a € R. Da die Summanden von L kommutieren, gilt

d
exp(al) = exp aZIdg(T)
pn=1

d
= H exp (oIds(T))
p=1

d
= H Id’s(aexp(T))
p=1

d
= ® exp(aT).
pn=1

[ |
Lemma 6.1.6. Seiend € N, n € IN fest gewdhlt, L wie in Gleichung (6.13) und
T .= ®d R™ ™. Getreu Lemma 6.1.4 seien k € IN, o*,w* € RF, ¢1,¢0 € Rg
und R = Amax(L)/Amin(L) derart, dass

Ep(a*,w") = min Ei(a,w) < c1 exp(—cak)

a, weRF
sowte
invg : [1,R] — R
k * *
_ “j %)
t —  invg(t) _].Z::l/\mm(L) exp( /\min(L)t)
Dann gelten:
(i)
k W d o
L) = J — T 7. 1
j=1 p=1
(i)

(6.16)
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Beweis. Sei L wie in Gleichung (6.13) und k£ € IN.
(i): GeméB Lemma 6.1.5 gilt

d
exp(aL) = ®exp (aT) (a€R),
pn=1

daher folgt

w* o
(L) = D3y e (‘w]@)L)
]:1 min min
_ Y Qe ().
=1 Amin(L) =1 )\min(L)

(ii): Abkiirzend seien A1 := Apin(L) und Ay := A\pax(L) gesetzt. Es gilt

1
L~ — invy(L = max |— —invg(t
|| WD = | )
k %
1 1 Oéj
i n g (7
k
1|1 " o t
= max — |—+— — wie —afi—
te[)\l,};{\z} A1 % ng J Xp( ])\1>
1 1 &
= — max |- — wiexp (—att!
)\1 t’e[l,)‘—?] t Z:; J ( J )
1 J
= iEk(oz* w)
Al _ )=
C1 C1
< = —cok) = —cok
< 3, exp(—czk) o (D) exp(—czk)
B c1 exp(—c2k)
Amin(T) d ’

denn es sind

)\min(L> = d)‘min(T),
)\max(L) = d)\max(T)-

Ferner folgt damit
R = )\max(L)/)\min(L) - )\max(T)/)\min(T)a
so dass R, c1, und co unabhéngig von d sind. |

Bemerkung 6.1.7. Fir die Berechnung von invy (L) ist die Kenntnis der Vek-
toren o« und w notwendig. Diese wurden bereits fiir unterschiedliche k berech-
net und sind fiir den freien Gebrauch verfigbar, siehe [16]. Dariiber hinaus ist
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auch exp(aT’) zu berechnen, hierfir wird T mittels unitirer Transformation
U € R™"™ diagonalisiert, d.h.

T = UDU*
und D := diag (\)iew., € R" ist eine Diagonalmatriz. T hat eine besonders

einfache tridiagonale Struktur, daher konnen die bendtigten Eigenwerte und
FEigenvektoren von T analytisch angegeben werden, siehe [47]. Ferner gilt fir

invy (L)
o (o ;i*g)))ll (s%0)

b
*

invg(L) = ( )

wobei @4U = ®z:1 U gesetzt ist.

6.1.2 Numerische Ergebnisse

Das vorliegende Modellproblem wurde fiir n :=1x10% und mit verschiedenen
Dimensionen generiert. Die analytische Losung u aus Gleichung (6.5) wurde an
den Gitterpunkten ausgewertet, die hierdurch erzeugte Summe von Element-
artensoren wird mit u € Ss bezeichnet, wobei im Folgenden S := ®@4R"™ und
T = @9R"*" gesetzt sind. Wendet man invy(L) € 7<), auf h an, dann erhilt
man eine Nédherungslosung ., d.h.

Qk = ind(L)ﬁ S Sggdk. (6.17)
Der Modellfehler ist wie folgt definiert:

|t —

&L= —
[y

(6.18)

Die numerischen Beispiele wurden fiir zwei verschiedene Werte von k erzeugt.
Im ersten Fall wurde k = 42 gesetzt. Fiir alle d € {10, 15, 20, 50, 75, 100} galt
dann fiir den Modellfehler

Erp <9.3x1077 (6.19)

und
Q42 € 8§84d‘ (620)

Um das Verhalten des Algorithmus auch bei groflerem Modellfehler zu ana-
lysieren, wurde ein zweiter Fall, k& = 15, betrachtet. Hier galt dann fiir alle
d € {10, 15, 20}

E15 < 1.125x107% (6.21)

und
@15 € Sggod. (6.22)
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Im Anschluss wurde %45 bzw. 1,5 mit Hilfe von Elementartensor-Summen ap-
proximiert. Diese Approximation ist sinnvoll, denn es gilt u € Ss. Hierfiir wur-
de der Algorithmus zur Losung der erweiterten Approximationsaufgabe ver-
wendet und e49 :=1.0x107" @y fiir k& = 42 bzw. €15 :=1.2x107°||%y5| fiir
k = 15 gewihlt. Gemafl Korollar 5.3.17, Seite 86, betriagt hier die Komplexitét
(R = 2kd)

@) (d4n) .

Beim bevorstehenden Test sollen folgende Fragen untersucht werden:

e Wie verhilt sich der Algorithmus, wenn man 4, bis auf den Modellfehler
approximiert, kann insbesondere %, mit dem richtigen Tensorrang auf-
gelost werden?

e Was passiert mit dem Verfahren, wenn man versucht, @; unterhalb der
bekannten Modellgenauigkeit & zu approximieren?

e Wieviele Iterationsschritte werden in beiden Féllen benétigt?

Folgende Bezeichnungen werden im Folgenden bendttigt. Die Approximationen
von 4y, welche geméafl Algorithmus 5.4.1, Seite 89, wihrend der Berechnung
anfallen, werden mit u, € S, bezeichnet, wobei r € IN der Tensorrang von w,
ist. Zudem beschreibt gq(no) € &, den dafiir benotigten Startwert.

In den Tabellen sind spaltenweise der Tensorrang r, der relative Approxima-
tionsfehler des Startwertes gﬁo), der relative Approximationsfehler von w,., die
Norm des Gradienten der Zielfunktion f im Grenzwert, die Anzahl der Mini-
mierungsschritte und die verwendete Rechenzeit in Sekunden aufgelistet.
Unabhéingig von der Dimension und der Modellgenauigkeit wurde bei allen Re-
chenbeispielen fiir r = 2 die Elementartensor-Summe @; bis auf den gegebenen
Modellfehler approximiert. Die Anzahl der Iterationsschritte ist in diesen Féllen
sehr gering, so wurden hier maximal 12 Iterationen benétigt. Anhand der Da-
ten aus Tabelle 6.1 wird der detaillierte Verlauf des Minimierungsverfahrens
in den Tabellen 6.10 und 6.11, Seite 101, exemplarisch dokumentiert, wobei [
der Laufindex und «; die Schrittweite sind. Ferner ist in Abbildung 6.1, Sei-
te 102, der Verlauf des Gradienten der Zielfunktion f abgebildet. Hier wird
insgesamt, unter den Voraussetzungen von Satz 4.4.3, Seite 60, die quadrati-
sche Konvergenz des Verfahrens deutlich. Bei diesen Berechnungen wurde die
in Algorithmus 4.4.1, Seite 61, beschriebene Verschiebung nicht vollzogen, d.h.
in Gleichung (4.42), wurde oy = 1 akzeptiert. Anders verhélt es sich in den
Fallen, in denen versucht wurde, iiber die Modellgenauigkeit hinaus zu appro-
ximieren. Hier wurden deutlich mehr Iterationsschritte benétigt, maximal 171,
und die erwdhnte Verschiebung angewandt. Ein charakteristischer Verlauf ist in
Tabelle 6.12, Seite 101, abgebildet, wobei als Beispiel die Daten aus Tabelle 6.2
mit r = 4 dienen. Typisch ist dabei, dass der Gradient von f im Startwert und
in allen Iterationspunkten sehr klein ist. Ziigige superlineare oder gar quadrati-
sche Konvergenz tritt in diesen Féllen nicht ein. Dies hat aber keine Bedeutung,
denn eine Approximation ist nur bis zur vorgegebenen Modellgenauigkeit von
Signifikanz.
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(0)”

99

r H@’“”;f"l ”%’Fa;ﬁrn I1f/ ()l Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 3.098x10~! 1.861x10~1 1.642x107? 4 0.07
2 8.722x1072 5.162x1078 1.362x107? 9 0.15

Tabelle 6.1: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=10,
k=42, R=840, n=1000 und £45=2.508x10"".

(0)”

r \\Mm;kﬂﬁ ”g\’fa_ﬁ” IIf'(u,)||  Tterationen Rechenzeit [Sek.]
1 2.199x10~1 1.861x10~! 7.447x107? 10 0.04
2 1.346x107' 1.587x107° 1.917x107* 7 0.06
3 1.344x107° 1.241x107° 9.401x107? 35 0.68
4 1.101x107° 9.789x1076 9.799x107? 146 3.29

Tabelle 6.2: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=10,
k=15, R=300, n=1000 und £15=5.981x107°.

(0)”

r H@’“H;f"l' ”%"gﬁrll I1f/ ()|l Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 3.938x107! 2.159x10~1 2.869x10~? 12 0.49
2 1.307x1071 6.322x10~% 1.099x10~Y 5 0.44

Tabelle 6.3: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=15,
k=42, R=1260, n=1000 und &£;,0=5.228x107".

O

[t

r T ”%’&;ﬁrll Il f'(w,)||  Tterationen Rechenzeit [Sek.]
1 2.842x10~1 2.159x10~! 4.285x107? 11 0.16
2 1.365x1071 3.696x107° 1.951x107Y 8 0.24
3 2.936x107° 2.058x107° 9.507x107? 171 9.38
4 1.419x107° 1.175x107° 9.911x107? 97 6.51

Tabelle 6.4: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=15,

k=15, R=450, n=1000 und &5=9.174x107°.

O

iy, —u!

r T ”%"“{;ﬁr” Il f'(w,)||  Tterationen Rechenzeit [Sek.]
1 5.163x10~! 1.990x10~' 5.546x107? 10 1.07
2 9.536x1071 1.490x10~% 8.088x107Y 4 0.97

Tabelle 6.5: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=20,

k=42, R=1680, n=1000 und E4,»=8.789x 107,
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(0)

r %ﬁ” ”%"“ﬁ_jrn IIf ()] Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 2.311x1071 1.990x10~1 3.847x107? 9 0.34
2 2.107x107Y 4.609%x107° 3.548x107? 2 0.22
3 3.131x107° 2.384x107° 9.906x10~? 84 11.9
4 1.597x107° 1.183x107° 9.836x107? 102 17.3

Tabelle 6.6: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=20,
k=15, R=600, n=1000 und £;5=1.125x10"*.

(0)”

r H@’“”;ifﬁ % Il f'(w,)||  Tterationen Rechenzeit [Sek.]
1 9.144x10~! 3.540x1072 1.051x1078 5 16.63
2 3.530x1073 1.125x1078 2.187x10°8 2 17.46

Tabelle 6.7: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=50,
k=42, R=4200, n=1000 und &£;,0,=9.261x107".

(0)

r % ”%"“ﬁ_jrn I/ ()]l Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 9.290x10~! 6.729x1073 5.142x10~ ! 4 77.66
2 1.546x10~% 5.206x10~8 1.720x10~8 1 62.22

Tabelle 6.8: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=75,
k=42, R=6300, n=1000 und E45=4.047x10"".

(0)”

r H@’Tl;ifﬁ % lf/ ()]l Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 9.644x10~1 1.271x1073 2.888x10~°® 3 183.50
2 6.308x107% 1.577x1078 7.925x10~ 1! 1 199.00

Tabelle 6.9: Niedrigtensorrang-Approximation des Modellproblems mit d=100,
k=42, R=8400, n=1000 und £4=2.013x10"".

@42_21(})
‘ f /@’))H o [z Taol
2.0538x10~1 - 3.0979x107!
5.1688x102 1.00 1.9475x10!
1.1656x1072 1.00 1.8611x107!
6.0924x107° 1.00 1.8607x107!

1.6418x1072 1.00 1.8607x10!

o~

= w N = O

Tabelle 6.10: Verlauf des Verfahrens bei d=10, k=42, R=840, r=1 und n=1000.
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o~

‘ f’(w@)H

ay

“@42‘2&1)

[

© 0 O T WD+ O

3.0571x10~2
7.7305%x1072
1.0317x107!
1.0359x107!
1.0125x10~!
2.2740x 102
5.8127x10~4
5.6276x107°
1.4504x10~8
1.3624x107?

0.25
0.25
0.25
0.50
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

8.7216x10~2
7.5917x102
6.9140x 1072
5.9843x10~2
4.6120x1072
9.3248 %1073
8.6426x10~*
2.5567x107°
6.9094x10~8
5.1619x 1078

101

Tabelle 6.11: Verlauf des Verfahrens bei d=10, k=42, R=840, r=2 und n=1000.

@12*251)

l ’ f/(ﬂg))H a H Taigal

0 2.8259x10~°% -  1.1014x107°
30 2.0969x107% 0.50 1.0490x10°
60 1.7256x107% 0.25 1.0217x107°
90 2.0321x107% 0.50 1.0029x10~°
120 1.0128x107% 0.25 9.8876x10~°
146 9.7994x107° 0.25 9.7889x107°

Tabelle 6.12: Verlauf des Verfahrens bei d=10, k=15, R=300, r=4 und n=1000.
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0.001
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1le-005
1e-006
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1e-008
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(a) r=1
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\ 4
4 8 10
(b) r=2.

Abbildung 6.1: Ubersicht iiber den Verlauf des Gradienten von f bei d=10,
k=42, R=840 und n=1000, siche Tabellen 6.10 und 6.11.
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6.2 Iterative Verfahren mit Summen von Elementar-
tensoren

Im Folgenden seien d,n € Nxy, I := X_; Ng, und 7 := @“R". Im Mit-
telpunkt der Betrachtung steht eine rekursiv gebildete Folge (z1)gen., von
Elementartensor-Summen. Demzufolge existiert fiir alle & € IN eine Abbildung
O : T — T, so dass fiir gegebenes xg € 7 folgende Rekursion gilt

xp = Pp(rK_1)- (6.23)

Dariiber hinaus sei fiir einen hinreichend guten Startwert x( die Folge (xy,) kEN>
gegen b € 7 konvergent. Nachstehendes Lemma 6.2.1 prézisiert diese Aussage.

Lemma 6.2.1. Seien k € IN, b € T und ®; wie oben beschrieben. Ferner
existieren cg,ep € Rsg und o € R~y derart, dass fir alle x € T mit ||x — b|| <
eg die folgende Ungleichung

[@x(z) — bl < ca [lz — ]| (6.24)
erfillt. Daneben seien

c = “Yeo, (6.25)

e = min{eg,1/c} (6.26)

gesetzt. Dann gilt fir alle xo € T mit ||zg — b|| < e

klim T =0>0 (6.27)
und fiir alle k € N>
oF
lzy, = bl < ¢ (e lzo — 0™ (6.28)
Beweis. [18, Lemma 2.1, Seite 4]. [ ]

Definition 6.2.2 (Wertebereich). Seiu € T, etwa u := 37", ®Z:1 Ujpu, T €
IN. Man bezeichnet den Wertebereich von w mit 20(u). Dieser ist wie folgt
definiert:

r d
W(u) =< u; == Z H (ujﬂ)iu eER:i:=(i1,...,0q) €1} . (6.29)
=1 p=1

Notation 6.2.3. Seien u € T und f : D(f) — R, wobei D(f) C R der
Definitionsbereich von f ist. Ferner sei 20(u) C D(f), dann bezeichnet man
mit f(u) € T den Tensor, welcher durch die punktweise Anwendung von u auf
f entsteht. D.h., es gilt fir alle Multiindizes i € 1

(f ()i = f(us)- (6.30)
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Bei einigen spéter beschriebenen Anwendungen wird b = f(u) sein, wobei
aus Griinden der praktischen Umsetzung vorausgesetzt ist, dass f(u) gut mit
Elementartensor-Summen kleineren Tensorrangs zu approximieren ist.

Neben der iiblichen Addition und skalaren Multiplikation ist der Vektorraum
7 mit der punktweisen Multiplikation versehen.

Definition 6.2.4 (Punktweise Multiplikation, Potenz). Die punktweise Mul-
tiplikation ist folgendermafen definiert:

T xT — T (6.31)
(u,v) — w-v:=uv:= (uv;)ier.
Seien fernerk e N, ue T,1:=(1,...,1)' € R" und 1 := ®Z:1 1. Durch
W = 1 (6.32)
uf o= WP (6.33)
sind u® und die k-te Potenz von u definiert.

Der Tensorrang der Summe und des Produktes zweier Elementartensor-Summen
steigt im Allgemeinen an.

Lemma 6.2.5. Seien ri,ro € N, u € T<,, und v € T<,,. Dann gelten:
(i) u+v € T<r 11y,
(17) wv € T<p py-

Beweis. (i): Klar, wie in Bemerkung 1.4.4, Seite 16.

(ii): Fiir u =)0 1®u | Wjips U= D5 1®u 1 Vjop und 4 := (iq,...,4q) € I
gilt

1 d r9 d
wivi = | > [T i, | | D2 T (wian)s,

=1p=1 j2=1M:1
- E : § : H u]lu H UJQH
j1=1j2=1p=1 pn=1

riorz d
_ Z Z H [(ujm)l-# (ij)iu] :

J1=1j2=1p=1

Hieraus folgt uv € T<;p,. |

Bemerkung 6.2.6. Die Komplezitit der Addition betrdgt

d(r1 +r2)n (6.34)
Kopieroperationen.
Fiir die punktweise Multiplikation werden
driron (6.35)

Operationen bendtigt.



6.2. ITERATIVE VERFAHREN 105

6.2.1 Inexakte Iterationsverfahren

Die Abbildungen ®j aus Gleichung (6.23) werden mit Hilfe der Addition, ska-
laren und punktweisen Multiplikation von Elementartensor-Summen gebildet.
Getreu Lemma 6.2.5 erhoht sich damit im Allgemeinen der Tensorrang von
x) derart ungiinstig, dass eine praktische Durchfiihrung des Iterationsverfah-
rens nicht moglich ist. Daher versucht man, z; durch Elementartensor-Summen
kleineren Tensorrangs zu approximieren und setzt dann die Rekursion mit einer
hinreichend guten Ndherung fort. Hierdurch entsteht folgendes gestortes Iterati-
onsverfahren, wobei die gerade erwihnte Approximation, geméfl Notation 5.4.7,
Seite 90, mit App,, (-) bezeichnet wird:

Yo = mppso (IL‘()), (636)
2 = Pr(yr-1),
yk = Q[ppak(Zk)

Wiéhlt man bei der Approximation e;, geniigend klein, dann folgt geméfl Lemma
6.2.7 die Konvergenz von (yx)kens, gegen b. Zusétzlich wird die Konvergenz-
ordnung von (zx)ken-, auf (yx)rens, ibertragen.

Lemma 6.2.7. Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen von Lemma
6.2.1. Daneben seien (yk)ke]NZO und (Zk)ke]NZO wie oben beschrieben. Ferner
seien ¢ € Rso und fir alle k € N gy := c||z, — b, d.h.

|21 — RAppc, (21) || < ellzr — bll. (6.37)

Dann existiert ein 6 € Rsg, so dass (yk)kelNzo gegen b konvergiert. Uberdies
gilt fir alle Startwerte yo € T mit |lyo — b|| < & folgende Ungleichung:

lye = bll < (c+ D)collyr—1 — bl|*- (6.38)

Beweis. [18, Lemma 2.2, Seite 4]. [

Bemerkung 6.2.8. Da der Tensorrang von b im Allgemeinen sehr grof$ sein
kann, muss man aus Grinden der praktischen Umsetzbarkeit annehmen, dass b
gut mit Summen von Elementartensoren moderaten Tensorrangs approximiert
wird. In vielen interessanten Fillen wurde diese Annahme bereits bewiesen, sie-
he z.B. [17], [19], [20], [21], [30], [42] und [43]. Ist die Approzimation von b nur
bis zu einem & € R~g mdglich, dann gibt [18, Theorem 2.4, Seite 5] Auskunft
tiber das Konvergenzverhalten von (Yi)reN, -

Konvergiert (xy)ren~, linear gegen b, dann tbertrigt sich die lineare Konver-
genz auch auf (yk)keﬁ\bo; falls (c+ 1)ecq < 1 erfillt ist, siehe dazu [18, Bemer-
kung 2.6, Seite 6].
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6.2.2 Berechnung der Maximumnorm und des zugehorigen In-
dex

Seien r € N und u = 7%, ®i:1 uju € T<r. In diesem Abschnitt wird eine
Methode zur Berechnung der Maximumnorm von u,

r d
lulloo = max Ju= max Y TT (un), |, (6.39)

2 (Zl7 7Zd)67 2 (117 77’d)67 j=1 p=1

und des zugehorigen Index vorgestellt. Da die Méchtigkeit von I exponentiell
mit d anwichst, #I = n?, sind alle bekannten Methoden schon fiir kleine Werte
von n und d nicht mehr effizient einsetzbar. Die Berechnung der Maximumnorm
ist in vielen Bereichen des wissenschaftlichen Rechnens von Bedeutung, so zum
Beispiel bei Differentialgleichungen mit stochastischen Koeffizienten. Um der
héufig gestellten Frage nach einem effizienten Algorithmus nachzugehen, wird
die spezielle Struktur von u ausgenutzt. Es zeigt sich, dass die Berechnung von
|lu||oo Aquivalent zu einem bekannten Problem ist, welches man effizient 16sen
kann. Sei dazu ¢* := (if,...,4}) € I der Index mit

r d
oo = fuze] = |37 TT (g,

j=1 p=1

und
d
i Qe
p=1

definiert, wobei €;: € R™ der i;-te kanonische Einheitsvektor im R™ ist (n €

IN<g). Dann gilt fiir das punktweise Produkt von ue@)

T d d
@) _— . 4
ue = Uy 2
pn=1

Jj=1p=1

r d
= D Qujuei

j=1p=1

r d
= > Q| e
j=1 p=1
r d d
= Z H(“J‘u)iz ® €(ix)

J=1p=1 p=1

woraus dann

ue®) = ul-*e(i*) (6.40)
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folgt. Gleichung (6.40) ist von der Struktur einer Eigenwertgleichung. Definiert
man folgende Diagonalmatrix

r d
D(u) := Z ®diag ((uj“)lu)luelNgn (6.41)

j=1 p=1
mit Tensorrang r, dann gilt fiir alle v € T
D(u)v = wv.

Korollar 6.2.9. Es seien u, i* und D(u) wie oben definiert. Dann sind die Ein-
trage von u die Eigenwerte von D(u) und alle Eigenvektoren e@ yon folgender
Gestalt:

d
e =X)e,. (6.42)
pn=1

wobei i = (i1,...,iq) € I der Index von w; ist. Damit ist insbesondere |ul/
der betragsmdfig grofite Eigenwert von D(u) zum Eigenvektor e,

Zur Berechnung des betragsméflig groffiten Eigenwerts und des zugehorigen Ei-
genvektors gibt es eine Vielzahl etablierter Verfahren, siehe [10, Kapitel 8, Seiten
391 ff.]. Wegen der linearen Komplexitéit in d, r und n sind solche iterative Ver-
fahren besonders gut geeignet, bei denen die Matrix-Vektor-Multiplikation mit
D(u) benétigt wird.

Zum numerischen Test soll folgende Elementartensor-Summe dienen:

2 d
u= Z@uw, (6.43)

Jj=1p=1

wobei fiir alle [ € IN<,, die Eintrége von u;, wie folgt definiert sind:

(wju) = B =D)L= (=)™ (n:=1/(n—-1)). (6.44)

Das in den Gleichungen (6.43) und (6.44) definierte Beispiel entsteht, wenn man
die Funktion

@: 0,19 — Rsg
2

d
(z1,...,2q) +— a(z1,...,2q) = Z 1] 8z.(1 —a)P

Jj=1p=1

auf dem uniformen Gitter
T, = {n-;‘e 0,1]%:i e (]Ngn)d}

auswertet. Die Funktion @ nimmt offenbar in z* := (%, cel, %)t € [0,1]¢ ihr
Maximum an, wobei @(z*) = 14-2¢ ist. Wihlt man m € IN und setzt n := 2m—1,
so gilt

uir = ||ufloo = u(z),

wobei i* = (m,...,m) € I ist.
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Bemerkung 6.2.10. Die Funktion o wurde derart gewdhlt, dass sie Lisung
folgender partieller Differentialgleichung ist:

—Aa = h, (inQ)
ilon = 1.
Hierbei sind Q := (0,1)¢ und h wie folgt definiert:
h:Q — R

d d
x = (x1,...,2q) +— h(x) ::162 H 8x,(1 —x,).

v=1 p=1,u#v

Bei diesem Beispiel bietet sich zur numerischen Losung des Eigenwertproblems
die einfache Vektoriteration an, welche z. B. in [10, Abschnitt 8.2.1, Seiten 406
ff.] beschrieben ist. Da der Tensorrang der Iterierten z; monoton wiichst, wird

Algorithmus 6.2.1 Ndherungsweise Berechnung der Maximumnorm von u €
7, mittels Vektoriteration

1: Wihle yg := ®Z:1 ﬁl, wobei 1 := (1,...,1)! € R" ist, kpax € IN und

setze € 1= 1x1077.
2: for k=1,2,..., knax do
3:

% = We-1, M= Ur-1.0), 2k =/l
Y = mpp6(2k>

4: end for

Algorithmus 6.2.1 entsprechend Gleichung (6.36) modifiziert. Die in Algorith-
mus 6.2.1 beschriebene Methode ist ein Ndherungsverfahren zur Berechnung
von ||ul|se und zugehoérigem Index. Gemif [12, Satz 4.31, Seiten 62 f.] werden

o (dlogng— loga) ' (6.45)

Iterationsschritte benotigt, um die Maximumnorm von u bis auf einen relativen
Fehler von € € R~ zu berechnen. Um die Konvergenz zu garantieren, wéhlt
man

d n

wi=—=> Y Qe =@ De | =Rt (6.46)
pn=1

h=1 lg=1p=1 p=1 \1,=1

Wie schon erwéhnt ist die vorgestellte Methode ein approximatives Verfahren,
somit kénnen ||ul| s und @) nur niherungsweise bestimmt werden. Da aber die
FEigenvektoren eine besonders priagnante Struktur haben, lohnt sich eine Post-
Analyse von yg,... Ist Ag,.. eine hinreichend gute Approximation von |ul/s,
dann wird rang(yg, .. ) = 1 erfiillt sein. Ferner sind dann fast alle Eintrige der
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Représentantenvektoren von yy, . sehr klein (praktisch null) und ein Eintrag
hebt sich heraus. Setzt man diesen auf eins und alle anderen Eintrédge auf null,
dann kann man den so erzeugten Eigenwert auf u testen und anschlieend das
Ergebnis mit A\, vergleichen.

Der numerische Test wurde fiir d € {25, 50, 75, 100, 125, 150} und m = 50
durchgefiihrt. Die Anzahl der Gitterpunkte pro Raumrichtung betragt dann 99,
denn n = 2m — 1. In allen Beispielrechnungen konnte der gesuchte Multiindex
i* = (50,...,50) € N mit der vorgestellten Methode ermittelt werden. In der
nachstehenden Tabelle 6.13 sind die Ergebnisse der Rechnung zusammengefasst.
Getreu Korollar 5.3.17, Seite 86, betrédgt hier die Komplexitét

O (dgn) .

Die in den vorangegangenen Kapiteln beschriebene Methode zur Approximati-

d  ||u)loo und 7* bestimmt Rechenzeit in Sekunden
25 + 0,16
50 + 0,42
75 + 1,16
100 + 2,58
125 n 4,97
150 + 8,66

Tabelle 6.13: Beispiel aus Gleichung (6.43) zur Bestimmung der Maximumnorm
und zugehorigen Index fiir m=50 und n=99.

on von Elementartensor-Summen arbeitet bei diesen Beispielen besonders gut;
so wurden z. B. selten mehr als 10 Iterationsschritte benstigt. Uberdies wur-
den in der Regel nur beste Tensorrang-1-Approximationen von z; benotigt; dies
liegt freilich an der besonders einfachen Struktur des Eigenwertproblems.

Bemerkung 6.2.11. Im Allgemeinen wird die hier verwendete Vektoritera-
tion keine geeignete Methode sein, um das Eigenwertproblem zu lésen. Fine
mdgliche Verbesserung ist die inverse Vektoriteration, welche auf ein im Spek-
trum verschobenes u angewandt wird. Hierfiir ist die Berechnung der punktwei-
sen Inversen notwendig, siehe dazu Abschnitt 6.2.5. Viele weitere anerkannte
Verfahren bendtigen einen Orthogonalisierungsschritt, dieser ist aber anschei-
nend fiir Elementartensor-Summen nicht praktikabel.

6.2.3 Berechnung der punktweisen Inversen

Seien 7 € IN und w € 7. Ferner seien 1 := ®Z:11 und 1 := (1,...,1)! € R
gesetzt.

Die Berechnung von w1 ist bei vielen interessanten Anwendungen von besonde-
rer Bedeutung, z. B. bei der verbesserten Berechnung der Maximumnorm, wie
bereits in Bemerkung 6.2.11 erwédhnt. Daneben ist die Ermittlung der punkt-
weisen Inversen auch bei der iterativen Berechnung von +/u erforderlich, siehe
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[18]. Aber auch einige Methoden zur Berechnung von sign(u) bendtigen die
punktweise Inverse, sieche [23].

Bemerkung 6.2.12. Die Berechnung von sign(u) hat eine interessante An-
wendung. Ohne Beschrdinkung der Allgemeinheit sei hier kurz angenommen,
dass W(u) = [0, 1] erfillt sei. Zu gegebenem p € [0,1] ist ein u<, € T gesucht,
dessen Eintrdge fir alle 1 € I folgende Bedingung erfiillen:

Uiy, U; <
(ugp)s = { o >Z (6.47)

Bei stochastischen Anwendungen in hohen Dimensionen ist die Berechnung von
(u<p)i eine wichtige Teilaufgabe. Berechnet man jetzt sign(u — pl), dann folgt
unmittelbar

%(]l — sign(u — pl))u, (6.48)

wobei die Frage nach der Grofie von rangs(sign(u — pl)) im Allgemeinen noch
nicht beantwortet ist.

U<y =

Im Folgenden sei 20(u) C R\ {0}. Die Abbildung ®; : 7 — 7 aus Gleichung
(6.36) ist bei der Berechnung der Inversen wie folgt definiert:

z = Pp(z) = (21 — uz). (6.49)

Motiviert ist diese Rekursion durch die Anwendung des Newton-Verfahrens auf
die Funktion f(z) := u — 2!, siche [18, Abschnitt 4.1, Seite 10]. Definiert man
den Fehler

er =1 — uwy, (6.50)

so folgt

ey, = 1—wurp=1—uxp_1(1+ex_1)

= ep—1 —uTp—1ep—1 = (1 —uxp_1)ex—1

und (xp)ren konvergiert quadratisch, falls |leg|| < 1 erfiillt ist. Ferner folgt mit
der Definition von ey
uwl— T = u_lek = (u_l — xk_l) U (u_l — xk_l)
_ 2
= u(u ' —ap1)".

Setzt man nun « := 2 und c¢ := |lu||, dann sind die Voraussetzungen von
Lemma 6.2.7 erfiillt.
Zum numerischen Test wurden folgende zwei Funktionen

e1:0,1]7 - R (6.51)

z:=(21,...,2q) — @1(z) :zl—l—%qu (6.52)
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und
210,114 — R (6.53)

2 d

z:=(x1,...,2q) — @o(x):=1+ Z H(l‘#)

=1 p=1

Ql~

(6.54)

auf dem uniformen Gitter
T, = {n(il o1, ig— D e[0,1]%: (in, ..., iq) € (]Ngn)d}

ausgewertet, wobei 1 := 1/(n — 1) gesetzt ist. Die hierdurch erzeugten Summen
von Elementartensoren werden mit w1 und us bezeichnet. Fiir die Wertebereiche
von u1 und ug gilt:

W(uy) = [1,10]
und

QH(UQ) = [1, 2].

In Bemerkung 6.2.8 wurde gefordert, dass man ul_l und uy ! gut durch Summen
von Elementartensoren approximieren kann. Fiir 4; kann man diese Forderung
beweisen, denn geméfl Lemma 6.1.4, Seite 94, existiert eine beste Approximation
der Inversen-Abbildung mittels Exponentialsummen beziiglich der Maximum-
norm. Sei etwa

k
5p(t) = Z w;j exp(—a;t)
j=1

diese beste Approximation mit & € IN und ¢ € [1,10], dann gilt fiir sp(p1(2))

k
spler(@) = Y wjexp(—aje1(z))

Jj=1
k d
_ 9a;
= ijexp —OZJ—TZZUN
j=1 pn=1

k d 9ors
= ij exp(—ay) H exp (—djacﬂ> ,
j=1 =1

wobei z := (x1,...,14)" € [0,1]¢ ist. Ferner gilt getreu Lemma 6.1.4 fiir den
Approximationsfehler unabhéngig von der Dimension d

1
p1(z)

Wertet man jetzt s; o ¢1 in den Gitterpunkten von I',, aus, dann erhélt man

~

- 51| < cespl-cab),

zumindest eine gute Approximation von ufl in7_;.

Fiir ug kann diese Herangehensweise nicht angewendet werden, denn exp(—a; -)o
(o ist keine separable Funktion. Uberdies ist kein Beweis bekannt, welcher die
Voraussetzung von Bemerkung 6.2.8 garantiert. Dennoch versucht man im Fol-
genden, uy ! mit Hilfe von Elementartensor-Summen zu approximieren.
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Notation 6.2.13. Seien u; und us wie oben beschrieben. Zur Ermittlung des
Approximationsfehlers werden folgende zwei Funktionen verwendet:

01:7 — R (6.55)
11— wiyll
y — oaly):= :
1]
0:7 — R (6.56)
1 — uay|]
y = o0y =
1]

Notwendig fiir die Konvergenz des Verfahren ist die Bestimmung eines Start-
wertes yo bzw. y{ mit 01(yo) < 1 bzw. 02(y;) < 1. Im vorliegenden Fall geniigte
es, die beste Tensorrang-1-Approximation von w; bzw. us zu berechnen und
diese dann zu invertieren, wobei die Null kein Element des Wertebereichs dieser
Approximationen war. Die Inverse eines Elementartensors ist leicht zu berech-
nen, denn sei v := ®Z:1 v, € T3 mit 0 £ W(v), dann ist v=! = ®Z:1 vt
Es ist davon auszugehen, dass y;_1 eine gute Approximation von v ist, daher
wurde Algorithmus 5.4.2; Seite 90, mit bekannter guter Naherung yi_; zum
Approximieren von ¥ verwendet.

Nachstehend sind die Berechnungen fiir d € {20, 50, 100, 150} und n:=100 ta-
bellarisch protokolliert. Auch hier bené6tigte der vorgestellte Algorithmus 5.4.2
nur wenige Minimierungsschritte, um eine lokale beste Approximation von zj, zu
ermitteln. Die Endergebnisse dieser Rechnungen wurden in den Tabellen 6.14
und 6.19 zusammengefasst. In den Tabellen 6.14 und 6.19 bezeichnet y(,) das
Endergebnis der Iteration zur nédherungsweisen Berechnung von ul_l bzw. uy L
Der Tensorrang von y(, ist mit r € IN gekennzeichnet. In den iibrigen Tabellen
gelten folgende Bezeichnungen:

k - Iterationsindex des Verfahrens zur Berechnung der Inversen,
2k - Folgenglied aus Gleichung (6.36), Seite 105,
rangs(zx) - Tensorrang von zg,
Yra, - beste Approximation von z; mit Tensorrang 7y,
yﬁg) - Startwert der Bestapproximation von z; mit Tensorrang rg,
f - Zielfunktion, siche Gleichung (3.15), Seite 40,
Iter. - Anzahl der Iterationsschritte von Algorithmus 5.4.2,
Zeit [Sek.] - bendtigte Rechenzeit in Sekunden.

d v o0(ym)

20 4 3.690x107°

50 3 2.660x1076

100 3 2.137x1076

150 2 3.141x1076

Tabelle 6.14: Zusammenfassung der Berechnung von ufl mit n=100.
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k  rangr(zk) 7k ZkHZ]::lﬁk HZk\I;kka I | f"(yr )l Tter. Zeit [Sek.]
1 22 1 325x107° 3.25x10™° 1.23x10~ " 1 0.02
1 22 2 2.70x107° 2.02x107° 4.35x107% 27 0.234
2 86 2 2.02x107° 2.02x107° 4.71x1077 1 0.01
2 86 3 1.09x107° 9.47x107% 4.42x107° 12 0.30
3 192 3 9.47x107% 9.47x107% 4.82x10°7 1 0.08
3 192 4 6.02x1076% 3.67x107% 3.83x10710 15 0.83

Tabelle 6.15: Berechnung von ul_l mit d=20, n=100 und p; (y(4)):3.690>< 1076,

(0)
k  rangr(zk) 7k sz”zi/ﬁ’“ ‘ HZkH;kyITkH If"(ye )l Tter. Zeit [Sek.]
1 52 1 1.32x107° 1.32x10~° 3.21x10~ " 1 0.02
1 52 2 1.11x10™° 9.16x107% 4.69x107% 11 0.95
2 206 2 9.16x107% 8.63x107% 4.89x10710 14 3.03
2 206 3 4.89x1076 4.51x107% 4.42x1077 5 2.52
3 462 3 451x107°% 2.64x107°% 2.74x10719 9 6.75

Tabelle 6.16: Berechnung von ufl mit d=50, n=100 und o1 (y(3))=2.660x 1076,

0
Josst?

[z =

k  rangs(zr) Tk o] B I f (yr, )| Tter. Zeit [Sek.]
1 102 1 6.63x10°% 6.63x10°% 1.15x10~7 1 0.33
1 102 2 5.61x107% 4.43x1076 3.54x1077 25 21.19
2 406 2 4.43x107% 4.17x10°% 4.50x1077 21 56.70
2 406 3 2.14x107% 2.13x1076 3.44x1077 2 12.14

Tabelle 6.17: Berechnung von ul_l mit d=100, n=100 und g1 (y3))=2.137x 107,

(0)
Zk—Yr —Yr :
k  rangs(zr) Tk H ”Zk”’“ ‘ HZkHZjlkH If' (yr)ll Tter. Zeit [Sek.]
1 152 1 4.44x10°% 4.44x107% 4.26x1077 1 1.55
1 152 2 3.77x107% 3.15x107% 3.79x10°7 11 40.17

Tabelle 6.18: Berechnung von ul_l mit d=150, n=100 und o1 (y3))=3.141x 1076,

d 1 02ym)
20 3 1.614x10°
50 6 1.636x10°°
100 7 1.541x10°6
150 3 1.384x10°

Tabelle 6.19: Zusammenfassung der Berechnung von u; L mit n:=100.
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k  rangr(zk) 7k B B I f (yr, )| Tter. Zeit [Sek.]
1 4 1 1.67x107% 1.67x1073 1.48x107° 1 0.00
1 4 2 1.05x107% 4.00x107% 2.60x10"7 6 1.97
2 14 2 3.83x107% 3.52x107% 1.84x10°10 2 0.77
3 14 2 3.51x107% 3.51x107% 6.49x10710 1 0.11
3 14 3 3.01x1076% 281x107% 1.71x1077 2 1.70
4 30 3 1.70x107% 1.60x107% 2.77x10°7 3 2.31

Tabelle 6.20: Berechnung von u;l mit d=20, n=100 und g2 (y(3))=1.614x 107,

[z =y |

k  rangr(zk) 7k B Tl I f (yr, )| Tter. Zeit [Sek.]
1 4 1 1.31x107% 1.31x1073 1.58x10~7 1 0.00
1 4 2 9.35x107% 9.04x107% 235x10°7 7 0.52
2 14 2 9.66x10° 6% 854x10°°% 5.48x1079 2 0.17
2 14 3 7.35x107% 6.85x107% 2.11x10"7 2 0.42
3 30 3 6.85x1076 4.74x107% 9.92x10°% 10 3.31
4 30 3 4.73x107% 4.55x107% 147x1079 9 2.44
4 30 4 3.87x107% 3.52x107% 2.80x1077 4 2.39
5 52 4 3.52x107% 347x107% 1.07x107Y 4 3.43
5 52 5 3.45%x1076 3.45x107% 2.35x10°7 1 4.40
5 52 6 2.04x1076 1.64x107% 2.12x107° 9 7.78

Tabelle 6.21: Berechnung von u2_1 mit d=50, n=100 und 02 (y(s))=1.636x 107,

(0)
k  rangr(zr) 7k sznzzﬁ’“ ‘ HZkHz,?TkH I f' (yr)ll  Tter. Zeit [Sek.]
1 4 1 1.67x107% 1.67x1073 1.54x10~7 1 0.01
1 4 2 1.06x107% 3.98x107% 1.99x10~7 6 1.72
2 14 2 5.30x10°% 3.53x107% 1.52x10°7 2 0.73
3 14 2 3.52x107% 3.51x107% 2.96x10~7 2 0.92
3 14 3 3.51x107% 3.50x107% 2.54x10°7 1 2.14
3 14 4 299x107% 2.90x107% 2.84x1077 4 4.41
4 52 4 290x107% 2.90x107% 261x10~7 1 11.84
4 52 5 2.84x1076 2.78x107% 1.56x10°7 4 24.33
4 52 6 2.77x1076% 2.72x107% 2.83x1077 5 31.06
4 52 7 1.72x107% 1.54x107% 2.21x10°7 2 36.81

Tabelle 6.22: Berechnung von ugl mit d=100, n=100 und g2 (y7))=1.541x 107,
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k  rangr(zr) Tk o] o] | f (yr )|l Tter. Zeit [Sek.]
1 4 1 1.66x107% 1.66x1073 1.02x10~7 1 0.08
1 4 2 9.33x107% 2.34x107% 293x1077 5 4.06
2 14 2 3.72x107% 1.88x107 6 1.86x10~7 2 1.84
3 14 2 1.89x107% 1.89x10° 6 2.96x10~7 2 1.11
3 14 3 1.57x107% 141x1076% 2.33x1077 2 4.52

Tabelle 6.23: Berechnung von u;, ! mit d=150, n=100 und 02(y(3))=1.384x 1076,

6.3 Vergleich der Abstiegsrichtungen

Fiir das Folgende gelten die in Kapitel 3 und 5 benutzten Notationen. Daneben
sei k € IN der Iterationsindex des Minimierungsverfahrens zur Approximation
von Elementartensor-Summen.

Die erste Wahl der Abstiegsrichtung war geméf Gleichung (5.19), Seite 75, die
Newton-Richtung, d.h.

HY = (%) = Ax + B+ Cr — Di + MGy, + MoGap.

Ferner wurde eine zweite Richtung empfohlen, die geméfi Gleichung (5.21) wie
folgt definiert ist:

ap 71

H(2) | A+ Bi + MG + Aa2Gay,
B ar = 1.

A+ B + Cr — D + MG + MoGoyp,

In Korollar 5.3.14 wurde gezeigt, dass diese Abstiegsrichtung schneller zu be-
rechnen ist. Auflerdem soll folgende vereinfachte Wahl von H ,22) separat nume-
risch getestet werden:

H]gg) = Ap+ Bp + MG + AaGoy.
Zum numerischen Test wurden das Modellproblem aus Abschnitt 6.1 und
zufillig ausgewihlte Beispiele aus dem Abschnitt 6.2.3 verwendet. In allen Rech-
nungen unterschieden sich die vorgeschlagenen Richtungen kaum. Die Richtung
mit H 15,2) erwies sich allerdings stets als die bessere Wahl, zumal sie auch in den
ersten Schritten giinstiger zu berechnen ist. Selbst die vereinfachte Abstiegs-
richtung mit der Matrix H ,gg) lieferte sehr gute Ergebnisse.
In den folgenden Diagrammen ist auf der Abszisse der Laufindex des Minimie-
rungsverfahrens zur Approximation von Elementartensor-Summen aufgetragen.
Auf der Ordinate sind die Werte des Gradienten der Zielfunktion f, siche Glei-
chung (3.15), Seite 40, abgebildet. Daneben sind mit H"1, H*2 bzw. H"3 die

Verlaufe des Verfahrens bei der unterschiedlichen Wahl von H Igl), H ,9) bzw.
H ’gg) gekennzeichnet.
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Abbildung 6.2: Vergleich der einzelnen Abstiegsrichtungen beim Modellproblem
aus Abschnitt 6.1, mit d=25, r=2, R=2100 und n=1000.
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Abbildung 6.3: Vergleich der einzelnen Abstiegsrichtungen bei Beispiel u; aus

Abschnitt 6.2.3, mit d=50, r=2, R=462 und n=100, siche Tabelle 6.16, Seite
113.
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Abbildung 6.4: Vergleich der einzelnen Abstiegsrichtungen bei Beispiel uy aus
Abschnitt 6.2.3, mit d=50, r=4, R=52 und n=100, siche Tabelle 6.21, Seite 114.

6.4 Beispiele aus der Quantenchemie

Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode zur Approximation mit Summen von
Elementartensoren wurde in [6] und in der Dissertation von Sambasiva Rao
Chinnamsetty [5] auf Probleme aus der Quantenchemie angewandt. In die-
sen Arbeiten wurden Niedrig-Tensorrang-Approximationen von Losungen der
Hartree-Fock-Gleichungen und des Hartree-Potentials untersucht. Die hierbei
auftretenden Elementartensor-Summen entstehen bei der Diskretisierung von
Funktionen folgender Art:

f:[-20,207 — R

(x1,29,73) +— f(x1,72,23) := Zai H g,(c“)(asu - b,(:b)),

=1 pn=1
wobei R € IN, a; € R und

g,(f) :[-20,20] — R
T — g,g“)(x) = gl exp(—gka) (Ix € N, & € R~o)
sind. Im Folgenden werden die numerischen Ergebnisse der Niedrigtensorrang-
Approximation des Hartree-Potentials (ux) von Methan (CHy), Ethin (CoHa)
und Ethan (CyHg) angegeben. Die hierbei verwendeten Ausgangsdaten wurden
von Chinnamsetty erzeugt. Eine genaue Beschreibung des physikalischen Hin-
tergrunds und der Diskretisierung kann man [5] und [6] entnehmen.
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Folgende Bezeichnungen werden im Folgenden verwendet. Die Approximationen
von ux, welche geméfl Algorithmus 5.4.1, Seite 89, wiahrend der Berechnung an-
fallen, werden mit u, bezeichnet, wobei r € IN der Tensorrang von u,. ist. Zudem
beschreiben u7(«0) den dafiir benotigten Startwert sowie R € IN den Tensorrang
von ux und n € N die Anzahl der Gitterpunkte pro Raumrichtung.

Bei allen Berechnungen wurde ein lokales Minimum der Approximationsaufgabe
ermittelt. Die hierfiir bendtigte Anzahl von Iterationsschritten ist in der Regel
von moderater Grofle. Einzig bei der Berechnung mit Cs Hy wurden einmalig

113 Iterationen benétigt.

O

luc rr, —ul Jucr, —u, |

r Tuors] Tuca] |f'(u,)||  Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 255x107F 2.42x10°1 7.49%x10°7 5 0.06
2 6.53x1072  6.45x1072 6.22x1077 3 0.06
3 2.88x1072 2.27x1072 2.91x1077 5 0.14
4 1.40x1072 1.24x1072 1.44x10°7 6 0.23
5 1.40x1072 1.24x1072 1.44x10°7 6 0.23
10 1.87x107% 1.81x10~% 6.29x10~"7 25 2.42
20 2.42x107* 1.36x107* 6.84x10°7 34 7.01
40 6.95x107%  6.94x1076 2.84x1078 2 1.55
62 1.02x107% 9.87x10~7 1.35x10°8 2 3.94

Tabelle 6.24: Niedrigtensorrang-Approximation des Hartree-Potentials von Me-

than (C'Hy4) mit d=3, R=2463 und n=>5121.

0

r ”uiifz;j )” Huﬁiﬂ;ﬁ” | f'(w,)||  Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 7.22x1071  7.21x10°!  2.20x10°7 3 0.04
2 2.67x1071  2.04x107! 6.22x107 11 4 0.10
3 1.54x107'  1.53x1072 2.43x10~" 2 0.07
4 1.22x1072 1.16x1072 9.93x10°8 35 1.84
5 8.72x1072 7.80x107? 8.90x107® 14 0.98
10 1.53x1072  1.28x107%2 8.19x1078 113 15.15
20  3.07x1073  2.98x1073 2.73x10~" 33 8.68
40 2.84x107%  2.66x107* 1.79x10~ "7 68 44.58
80 2.32x107° 2.31x107° 1.23x1077 6 10.91
160  1.35x107%  1.32x107% 4.62x107° 4 25.98
171 1.03x107%  9.85x10~7 4.45x107? 5 31.67

Tabelle 6.25: Niedrigtensorrang-Approximation des Hartree-Potentials von

Ethin (CoHsz) mit d=3, R=2233 und n=>5121.
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(0)”

lucy g —u, |l

T ”uii’zz;:ﬁ Tucy gl Il (w,)|] Iterationen Rechenzeit [Sek.]
1 251x1071  220x10°! 2.39x10°7 5 0.12
2 1.35x107!  1.34x107! 8.63x10°8 7 0.32
3 8.22x1072 6.65x1072 2.23x10°7 7 0.52
4 5.06x1072 5.06x1072 1.66x10°7 1 0.14
5 4.61x1072  4.38x1072 1.99x10°7 6 0.96
10 7.92x1073% 7.81x1073 2.19x10~ 7 19 4.34
20 1.62x1073  1.56x107% 1.01x1077 43 19.82
40 1.54x107*  1.45x107%* 9.64x10°8 57 54.01
80 1.79x107° 1.79x107° 2.28x10°7 4 11.78
160  1.39x107% 1.37x107% 5.08x10~* 4 35.99
175  1.02x1076  9.56x10~7 6.21x107? 6 48.95

Tabelle 6.26: Niedrigtensorrang-Approximation des Hartree-Potentials von
Ethan (C2Hg) mit d=3, R=3744 und n=5121.
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7 Entwurf und Realisierung

7.1 Programmentwurf

In den nun folgenden Abschnitten wird der Entwurf des Berechnungsmoduls
kurz vorgestellt. Der gesamte Entwurf liegt dem objektorientierten Design zu-
grunde.

7.1.1 Problembeschreibung

Numerische Algorithmen zur Losung der gestellten Approximationsaufgaben,
siehe Abschnitt 3.1, sind zu implementieren. Daneben miissen geeignete Daten-
strukturen zum Simulieren von Elementartensorsummen und deren algebrai-
schen Operationen bereitgestellt werde.

Demnach kann die gesamte Umsetzung als eine Verkettung zweier getrennter
Aufgaben angesehen werden:

e Generierung eines numerischen Algorithmus, welcher die gestellten Ap-
proximationsaufgaben getreu den vorangegangenen Kapiteln 16st.

e Konstruktion problem-bezogener Datenstrukturen und Algorithmen zum
Operieren mit Elementartensorsummen. Die dafiir notwendigen Unterrou-
tinen werden mittels BLAS- und LaPACK-Prozeduren bereitgestellt.

Geeignete Werkzeuge zum Visualisieren von Datensétzen werden vorausgesetzt.

7.1.2 Ein objektorientierter Entwurf

Im Rahmen des Entwurfs wird eine objektorientierte Klassenbibliothek erstellt.
Die Vorteile der Objektorientierung sind vielfiltig. Sowohl die erhthte Lesbar-
keit und vereinfachte Wartung des Codes als auch die Austauschbarkeit und
Wiederverwendbarkeit kénnen bei geeignetem Entwurf und Implementierung
erreicht werden.

Um die Austauschbarkeit und Wiederverwendbarkeit zu gewéhrleisten, ist es
wichtig, eine moglichst schwache Bindung zwischen den unterschiedlichen Ele-
menten des Verfahrens herzustellen.

7.1.3 Klassenhierarchien

Wesentlich bei der Erstellung einer objektorientierten Klassenbibliothek ist
der Entwurf dem Problem angemessener Vererbungshierarchien. Zunéchst ist
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es wichtig, Klassen zu identifizieren. Diese konnen aus der Problembeschrei-
bung sowie aus der detaillierteren theoretischen Problembetrachtung gewon-
nen werden. Diese Klassen werden dann auf mogliche Spezialisierungen und
Verallgemeinerungen untersucht. Es wird einerseits wegen der mangelnden Un-
terstiitzung in einigen Programmiersprachen und andererseits wegen der auf-
tretenden Mehrdeutigkeiten bewusst auf Mehrfachvererbung verzichtet. In der
folgenden Tabelle sind die Klassen aufgelistet, die nach diesem Prinzip identifi-
ziert wurden. In der linken Spalte steht die Klassenbezeichnung, in der rechten
Spalte wird die Klasse kurz beschrieben.

DETS Summe von Elementartensoren aus ®d R™.

ETVector Basisklasse aller Représentantenvektoren

DGETVector Représentantenvektor aus R”™

DGETSDDataBase Arbeitsspeicherverwaltung

DGETSDDecomposer Schnittstelle zum Aufruf des Minimierungsver-
fahrens

DGETSDFullMethod Basisklasse aller moglichen Minimierungsverfah-

ren zum Approximieren von Elementartensor-
Summen, welche alle Parameter simultan opti-
mieren

DGETSDNewton Das in Algorithmus 4.4.1, Seite 61, beschriebene
Minimierungsverfahren

Tabelle 7.1: Objekte, die aus einer Analyse der Problembeschreibung und der
theoretischen Behandlung des Problems gewonnen werden.

Die Klassen in Tabelle 7.1 sind bereits nach Zusammengehorigkeit gruppiert.
Die Klassen einer Gruppe sind entweder Elemente der gleichen Klassenhierar-
chie oder aggregiert. Nun werden die identifizierten Klassen um Methoden und
Attribute erweitert. Auf eine Diskussion der so erweiterten Klassen der einzel-
nen Gruppen aus Tabelle 7.1 wird im Folgenden verzichtet, denn im Wesent-
lichen ist deren Bedeutung und Verwendung klar. Ferner wiirde diese Analyse
dem Grundgedanken dieser Arbeit nicht entsprechen. Die wesentlichen Bezie-
hungen der Klassenhierarchien sind in Abbildung 7.1, Seite 125, zusammenge-
fasst. Die in den Klassendiagrammen verwendete Notation ist der Unified Mo-
delling Language (UML) entnommen, fiir eine komplette Ubersicht kann man
beispielsweise [32] empfehlen.

7.2 Implementierung

Das gesamte Programm ist in C+4++ geschrieben. In diesem Kapitel werden
wichtige Implementierungsdetails und Besonderheiten kurz beschrieben. Auf
einen Ausdruck von kompletten Teilen des Programms wird verzichtet.
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7.2.1 Organisation der Module

Bis auf wenige Ausnahmen werden Schnittstelle und Implementierung der Klas-
sen in zwei getrennten Modulen abgespeichert. Fin Modul mit Endung .hpp
enthélt die Schnittstelle und gegebenenfalls vorhandene inline-Methoden.
Gehort ein Implementierungsteil zur Klasse, so enthélt ein gleichnamiges Modul
mit Endung .cpp die Implementierung der Klassenmethoden. Die Modulnamen
werden den entsprechenden Klassenbezeichnungen entnommen.

Die Ausnahmen bilden die Klassen, die ihren Implementierungsteil erben, ohne
eigene Methoden zur Verfiigung zu stellen.

7.2.2 Besonderheiten im Quelltext

In Anlehnung an ein in Smalltalk {ibliches Konzept geben o6ffentliche Klassen-
methoden, die normalerweise void zuriickliefern wiirden, eine Referenz auf die
Instanz der Klasse zuriick, deren Methode aufgerufen wurde. Somit werden fol-
gende Konstrukte méglich:

EineKlasse instanz; //Instanz einer Klasse erzeugen
instanz

.erste0peration()

.zweiteOperation()

.dritteOperation()

’

Anhand einer Reihe von Makros, die in der Datei macros.h definiert werden,
konnen Klassenschnittstellen leichter und konsistenter erstellt werden, mit dem
zusétzlichen Vorteil, dass der resultierende Code iiberschaubarer wird. Diese
Makros umfassen die wesentlichen Elemente einer Klasse. So gibt es beispiels-
weise ein Makro fiir Klassenattribute, das folgendermaflen definiert wird:

#define ATTRIBUTE(type, getAttr, setAttr) \
private: \
type attr_#i#tgetAttr; \
public: \
type getAttr() const { return attr_##getAttr; } \

This& setAttr( type __x ) { attr_##getAttr = __x; return *this; }

Nun kann ein Klassenattribut durch die Zeile

ATTRIBUTE ( Typ, einAttribut, setEinAttribut )

in der Klassenschnittstelle angegeben werden. Von aufien darf attr_einAttribut
nur iiber den Aufruf einAttribut () gelesen oder setEinAttribut (neuerWert)

gesetzt werden. Diese Makros setzen einen vorangestellten Aufruf des Makros

DECLARE voraus, denn hier wird der This-Typ definiert, womit der oben be-

schriebene Riickgabemechanismus auch bei den Makros eingehalten wird. Es

existieren einige solcher Makros, die in der Tabelle 7.2 angegeben werden.
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DECLARE Vorbereitung der Klasse auf die Benutzung der
Makros
ATTRIBUTE Attribut mit o6ffentlichen Methoden zum Lesen

und Setzen

CRITICAL_ATTRIBUTE

Attribut, das von auflen nicht gesetzt werden

darf

CLASS_ATTRIBUTE

statisches Attribut

CRITICAL_CLASS_ATTRIBUTE

statisches Attribut, das von auflen nicht gesetzt
werden darf

FLAG

boolesches Attribut, mit Methoden zum Akti-
vieren, Deaktivieren, Lesen und Setzen

CRITICAL_FLAG

boolesches Attribut, das von auflen nicht
gedndert werden kann

CONTAINS

Container-Beziehung beliebiger Kardinalitéit
mit diversen Zugriffsmethoden

Tabelle 7.2: Die Makros der Datei macros.h.
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DGETSDDataBase

-attr_useNewtonMethode : bool
-attr_usedTrustRegion : bool
-attr_printCout : bool
-attr_printLog : bool

+useNewtonMethode(){query}
+setUseNewtonMethode()
+usedTrustRegion(){query}
+setUsedTrustRegion()
+maxStepsAmijo(){query }
+setMaxStepsAmijo()
+precision(){query }
+setPrecision()
+DGETSDDataBase()
+~DGETSDDataBase()
-resize()
-allocateWorkSpace()
-deleteWorkSpace()

125

DETS

DGETSDecomposer

+classId()
+DGETSDecomposer()
+~DGETSDecomposer()
+decompose()
+decompose()
-setDefaultParameter()
-startlteration()

DGETSDFullMethod

+const_u : char

+const_jobz : char
+const_notConjTrans : char

+const_trans : char
-unbenanntl : DGETSDecomposer

+classId()
+DGETSDFullMethod()

+~DGETSDFullMethod()
-startlteration()
-solveDirection()
-initial AllValues()
-lambdaMinOfA()
-initial AllValues()
-initial ValuesOfax()
-initialValuesOfax()
-prepareValuesOfadx()
-initial ValuesOfx()
-initial ValuesOfa()
-invertA()
-solveGradient()
-evaluateW(){query}
-evaluateW(){query}
-FO{query}
-f(){query}
-F({query)

DGETSDNewton

+classId()
+DGETSDNewton()

+~DGETSDNewton()
-solveDirection()
-useKrylovMethod()
-evaluateHf(){ query }
-evaluateA(){query}
-evaluateAinv(){query}
-cg()

+classId(
+dimension(){query }
+setDimension()
+kn(){query}

+setKIN()

+DETS()

+DETS()

+DETS()

+operator ()(){query}
+operator =()

+operator *=()

+resize()

+setSumOf()
+setProductOf()
+evaluateAt(){query}
+evaluateOrthProjAt(){query }
+evaluateOrthCompProjAt(){ query}
+reScaled()

+setRand()

+readDataFrom()

+setNull()

+scale()

+balanced()
+setCrossApproximationOf()
+setAlsApproximationOf()
+improveApproximation()
+~DETS()
+distanceTo(){query}
+frobeniusNormOfSummand() {query }
+setOrthogonal2()
+setCoefficientsSystemOf()
+sortIndexSet()
+setModellExample()
-deleteDataSpace()
-allocateDataSpace()

MklIBlas

static_attr_blasinterface

=1

ETVector

+classld() : unsigned long

+ETVector( n : LongIntPointer )
+~ETVector()
+n() : LongInt"$ &"{query}

<<CreFiionds>
=1

E-—-—4

DETVector

+classId()

+DET Vector()

+DET Vector()
+~DETVector()
+operator ()(){query}
+operator ()(){query}
+operator =()
+operator +=()
+operator -=()
+operator *=()
+operator /=()
+setCopyOf()

+set()

+add()

+update()

+setNull()
+setAllEntrys()
+setRand()
+normalized()
+indexOfMax(){query }

Abbildung 7.1: Vereinfachtes Klassendiagramm.
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8 Zusammenfassung

Im ersten Kapitel wurden grundlegende Definitionen und Eigenschaften des
Tensorproduktes erldutert und die Darstellung von Tensoren in Untervek-
torrdumen untersucht.

Im anschliefenden Kapitel stand die beste Approximation mit Summen von
Elementartensoren im Zentrum der Analyse. Mit Hilfe von Satz 2.2.4 konn-
te die Approximation auf einen endlich-dimensionalen Teilraum eingeschrinkt
werden, wobei fiir die praktische Umsetzung vorausgesetzt war, dass der Ko-
effiziententensor und eine orthonormale Basis leicht zu berechnen sind. Mit
Lemma 2.3.1 wurde gezeigt, dass dieser Unterraum im Allgemeinen nicht abge-
schlossen ist, demzufolge kann die Existenz einer besten Approximation nicht
garantiert werden. Dieser Mangel fiihrte zur Definition von Elementartensoren
mit beschrankten Summanden.

Nachdem die Existenz der besten Approximation gesichert war, konnte im drit-
ten Kapitel die Approximationsaufgabe prizise formuliert werden. Daneben
sind die Zielfunktion und die erste und zweite Ableitung der Zielfunktion dar-
gestellt. Dies war fiir die numerische Umsetzung von Bedeutung.

Zur besseren Ubersicht wurden bekannte numerische Verfahren zur Behand-
lung nichtlinearer Optimierungsaufgaben im vierten Kapitel zusammengetra-
gen. Hierbei wurde besonderer Wert auf Methoden zur Losung der Approxima-
tionsaufgabe gelegt.

Im fiinften Kapitel stand die Losung der Approximationsaufgabe im Mittel-
punkt der Untersuchung. Im Besonderen wurde die praktische Umsetzung eines
Minimierungsschrittes beschrieben und seine Komplexitéit angegeben.

Anhand spezifischer Anwendungen wurden die vorgestellte Methode im sechsten
Kapitel revidiert und neue Berechnungsmethoden aufgezeigt. So konnte z. B.
mit Hilfe des Approximationsverfahrens auf die ungewisse Frage nach einer
effizienten Methode zur Berechnung der Maximumnorm einer Elementartensor-
Summe und des zugehorigen Index eingegangen werden.

Die vorliegende Arbeit enthilt eine neue iterative Methode zur lokal besten
Approximation von Elementartensor-Summen in hohen Dimensionen mittels
Tensoren niederen Tensorrangs. Das Konvergenzverhalten dieses Verfahrens ist
in Satz 4.4.3 beschrieben. Die Anzahl der nétigen Minimierungsschritte konnte
nicht abgeschéitzt werden, wenn auch bei numerisch sinnvoll gestellten Aufgaben
eine geringe Anzahl zu beobachten war. Insgesamt verbessert diese Studie den
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effizienten Einsatz von Elementartensor-Summen und stellt damit ein neues,
robustes Hilfsmittel zur Losung hochdimensionaler Probleme bereit.
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Hilfsmittel

Software-Bibliotheken

e BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms),
http://www.netlib.org/blas/.

¢ LAPACK (Linear Algebra PACKage),
http://www.netlib.org/lapack/.
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